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Kapitel 1
Vorwort
”
Den Unterricht o¨ffnen? Rechner einsetzen? Scho¨n und gut, aber dafu¨r bleibt
im Unterricht keine Zeit!“
So oder so a¨hnlich dru¨cken viele Lehrerinnen und Lehrer ihre Befu¨rchtung
aus, dass mit neuen Unterrichtsmethoden, die dem Schu¨ler und der Schu¨lerin
mehr Raum zur Eigenaktivita¨t lassen, sowie der Integration von Rechnern
curriculare Vorgaben noch schwerer zu erreichen sind als ohne diese Inno-
vationen. Vera¨ndern der Unterrichtsmethode und Rechnereinsatz werden als
zeitliche Additiva empfunden, die zusa¨tzlich belasten. Dagegen steht die kon-
krete Erfahrung von Lehrpersonen, die offenen Unterricht mit integriertem
Rechnereinsatz praktizieren und dies nicht als Hu¨rde, sondern als besondere
Chance erleben. Es ist die Chance, inhaltliche und prozessuale Ziele glei-
chermaßen und gemeinsam in den Blick zu nehmen. Besta¨tigt werden diese
individuellen Erfahrungen durch zahlreiche Studien und Schulversuche, die
eine Fu¨lle von Lernvorteilen durch den Rechnereinsatz sehen.
Doch wie lassen sich diese kontra¨ren Sichtweisen zusammenbringen? Wie
lassen sich Lehrpersonen davon u¨berzeugen, neue Wege im Unterricht auszu-
probieren? In einer Umfrage im Rahmen des Lehrerfortbildungsprojektes T 3
(Teachers Teaching with Technology) wu¨nschten sich Lehrpersonen Materia-
lien, die neue Wege fu¨r klassische Themen konkretisieren. Diesem Wunsch
entsprechend wurde Unterrichtsmaterial entwickelt, das exemplarisch fu¨r ei-
ne vera¨nderte Unterrichtskultur mit integriertem Einsatz von Computeral-
gebrasystemen (CAS) stehen kann. Damit sollte aufgezeigt werden, dass das
O¨ffnen des Unterrichts und der Einsatz von Computeralgebra nicht eine neue
zusa¨tzliche Belastung darstellen, sondern dass die Trias
”
Inhalt, Medium und
Unterrichtsmethode“ als Einheit zu begreifen ist, um mathematische Inhalte
und Ta¨tigkeiten gleichermaßen im Unterricht erlebbar zu machen. Es sollte
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aufgezeigt werden, dass die Balance zwischen dem Vermitteln unverzichtbarer
Inhalte einerseits und dem Wunsch nach einem maximalen Raum anderer-
seits, in dem Schu¨lerinnen und Schu¨ler ihre eigenen Lernprozesse konstruieren
ko¨nnen, mo¨glich und sogar wu¨nschenswert ist.
So entstand in Zusammenarbeit mit Ines Fro¨hlich und Sibylle Stachniss-
Carp eine Lernwerkstatt zur Untersuchung ganzrationaler Funktionen (11.
Jg) ([Barzel/Fro¨hlich/Stachniss-Carp 2003]), bei der sich Schu¨lerinnen und
Schu¨ler u¨ber mehrere Wochen selbststa¨ndig in die Thematik einarbeiten.
Diese Thematik bot sich aus verschiedenen Gru¨nden an, um daran exempla-
risch einen neuen Weg im Unterricht zu verdeutlichen:
• Viele vero¨ffentlichte Unterrichtsbeispiele zum Einsatz von Computeral-
gebra beziehen sich auf Themen, die eher am Rand oder sogar außerhalb
der curricularen Vorgaben liegen. Dagegen fordern Lehrpersonen Unter-
richtsbeispiele zum Einsatz von Computeralgebra aus dem allta¨glichen
Pflichtkanon – dazu geho¨rt die
”
Funktionsuntersuchung“ im Rahmen
der Infinitesimalrechnung in der Oberstufe.
• Mit dem Einsatz von Computeralgebra sind vielfach A¨ngste bei den
Lehrpersonen verbunden, dass alles Gewohnte und Traditionelle auf-
gegeben werden mu¨sse. Dies gilt zum Beispiel fu¨r das Thema
”
Funk-
tionen“. Viele Aktivita¨ten, die in diesem Themenkontext bisher zum
schulischen Kanon geho¨ren, ko¨nnen vom Rechner u¨bernommen wer-
den. Dazu geho¨rt das Zeichnen von Graphen, das Lo¨sen von Gleichun-
gen wie auch Ableiten und Integrieren. Hier gilt es, Wege aufzuzeigen,
wie trotz und gerade mit Computeralgebra die Idee und Bedeutung
der gesamten Thematik erarbeitet werden ko¨nnen. Deshalb eignet sich
das Thema
”
Funktionsuntersuchung“ gut, um das Potenzial und die
Grenzen des Computeralgebraeinsatzes exemplarisch aufzuzeigen und
auf diese Weise A¨ngste zu nehmen.
• Die sogenannte Kurvendiskussion ist der traditionelle Weg, das
Thema
”
Funktionsuntersuchung“ im Unterricht zu behandeln. Da-
bei ist die Kurvendiskussion nicht nur bei Didaktikern in Ver-
ruf geraten (vgl. z.B.: [Borneleit/Danckwerts/Henn/Weigand 2001],
[Danckwerts/Vogel 1992], [Bu¨rger/Malle 2000]), sondern lo¨st auch
bei Lehrpersonen immer gro¨ßere Unzufriedenheit aus. Denn viele
Schu¨lerinnen und Schu¨ler wenden vorgegebene Prozeduren lediglich
rezeptartig an ohne Verstehen der Inhalte. Hier alternative Zuga¨nge
aufzuzeigen, ist fu¨r die Praxis sehr wichtig.
9Das Ziel dieser Lernwerkstatt ist es, einen vorstrukturierten Weg zu gehen.
Das sollte die Mo¨glichkeit schaffen, den Unterricht zu o¨ffnen bei gleichzeitiger
klarer Orientierung an den fachlichen Zielen, um eine mo¨gliche Balance im
Spannungsfeld zwischen Konstruktion und Instruktion zu realisieren.
Ausgangspunkt war eine konkrete Vorlage des Marie-Curie-Gymnasiums
Ludwigsfelde. Von dieser urspru¨nglichen Lernwerkstatt stammen organisa-
torische Details sowie die a¨ußere Grobstruktur. Hier war nach einer schulin-
ternen Fortbildung zum Thema
”
Lernwerkstatt“, die ein Schweizer Kollege
durchgefu¨hrt hatte, Material entstanden, das im a¨ußeren Aufbau bereits sehr
a¨hnlich der nun vorliegenden Lernwerkstatt war. Grundgedanke dieser ur-
spru¨nglichen Version war bereits, die Methode
”
Lernwerkstatt“ als Weg zu
nutzen, auf dem Schu¨lerinnen und Schu¨ler sich selbststa¨ndig die Grundbegrif-
fe der Funktionsuntersuchung erarbeiten. Das Material war jedoch gepra¨gt
von sehr stringenten und engen Fragestellungen, die den Schu¨lerinnen und
Schu¨lern wenig Spielraum zur freien Auseinandersetzung mit der Thematik
gab und oft nur Raum fu¨r eine einzige Antwortmo¨glichkeit bot. Außerdem
war der Einsatz von Funktionenplottern oder Computeralgebra nicht vorge-
sehen. So waren die beiden folgenden Fragestellungen bei der U¨berarbeitung
des Materials leitend:
• Wie kann der Rechner sinnvoll eingesetzt werden und die thematische
Erarbeitung bereichern?
• Wie lassen sich die Aufgaben und das Gesamtarrangement o¨ffnen, da-
mit vielfa¨ltige Schu¨leraktivita¨ten angeregt werden?
Ist dieser Weg wirklich so effizient, wie er in den Augen der Autorinnen
aufgrund der eigenen Unterrichts- und Fortbildungserfahrungen erscheint?
Welche Schu¨leraktivita¨ten werden tatsa¨chlich angeregt? La¨sst sich ein sol-
cher Weg alleine durch die Vorgabe des Materials auch von anderen Lehr-
personen realisieren? Diese offenen Fragen fu¨hrten zu dem Wunsch, dieses
Material einer kritischen U¨berpru¨fung nach wissenschaftlichen Maßsta¨ben
zu unterziehen. So entstand das Forschungsprojekt MUKI (Mathematikun-
terricht zwischen Konstruktion und Instruktion), bei dem das Unterrichts-
material zuna¨chst theoretisch reflektiert, weiterentwickelt und im Anschluss
empirisch untersucht wurde. Der theoretische Hintergrund, der zu Konzepti-
on und Weiterentwicklung des Unterichtsmaterials fu¨hrte, wie auch die Stu-
die zur Evaluation des Materials lassen sich leichter erfassen, wenn man eine
Vorstellung von der untersuchten Lernwerkstatt gewonnen hat. Aus diesem
Grund wird in dieser Arbeit zuna¨chst die konkrete Lernwerkstatt anhand des
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Unterrichtsmaterials pra¨sentiert (Teil I, Kapitel 2 – 4), bevor der theoreti-
sche Hintergrund von verschiedenen Gesichtspunkten aus beleuchtet (Teil II,
Kapitel 5 – 7) und im dritten Teil die Studie zur Evaluation beschrieben wird
(Kapitel 8 – 10).
An dieser Stelle mo¨chte ich all jenen danken, die mich bei dieser Arbeit
unterstu¨tzt haben. Insbesondere danke ich den Kolleginnen und Kollegen
des Marie-Curie-Gymnasiums Ludwigsfelde fu¨r das Bereitstellen der Vorlage
der Lernwerkstatt.
Teil I
”
Das ABC der ganzrationalen
Funktionen“ – Das
Unterrichtsmaterial
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Die Lernwerkstatt
”
Das ABC der ganzrationalen Funktionen“ besteht aus
einzelnen Stationen oder Bausteinen, die jeweils einen Aspekt von Funk-
tionsuntersuchung repra¨sentieren und die von Schu¨lergruppen von 4 – 5
Schu¨lerinnen und Schu¨ler in 4-6 Wochen sowohl im Rahmen der Unterrichts-
stunde wie auch der Hausaufgaben zu bearbeiten sind. Diese Bausteine sind
mit Buchstaben bezeichnet – nicht um damit eine sequentielle Bearbeitungs-
folge zu symbolisieren, sondern der Name
”
ABC“ steht hier vielmehr als Sym-
bol fu¨r Grundbausteine, mit denen man Neues und Kreatives bauen und ent-
stehen lassen kann. In diesem Sinne werden die Stationen auch als
”
Baustei-
ne“ bezeichnet. Die Arbeitsauftra¨ge zu den einzelnen Bausteinen sind in ei-
nem Schu¨lerheft zusammengefasst ([Barzel/Fro¨hlich/Stachniss-Carp 2003]),
das jede Schu¨lerin und jeder Schu¨ler zu Beginn erha¨lt. Daneben geho¨rt zum
Unterrichtsmaterial noch ein Lehrerheft. Darin sind in knapper Form di-
daktische und methodische Anmerkungen zur Unterrichtsform sowie Zusatz-
materialien zu finden. Im Einzelnen entha¨lt dieses Lehrerheft die folgenden
Elementen:
• Allgemeine Hinweise zum Gesamtaufbau der Lernwerkstatt (vgl. Kapi-
tel 2)
• Spezielle Hinweise und Zusatzmaterialien zu den einzelnen Bausteinen:
(vgl. Kapitel 4)
• Aspekte zur Bewertung der Arbeit (Kopiervorlage fu¨r Schu¨lerinnen und
Schu¨ler, gvl. Anhang A – Seite 268),
• Aspekte zur Dokumentation (Kopiervorlage fu¨r Schu¨lerinnen und
Schu¨ler, vgl. Anhang Anhang A – Seite 271)
• Organisationshilfen (z.B. Tabelle zum Ausha¨ngen im Klassenraum, in
der die einzelnen Gruppen ihren Arbeitsstand eintragen ko¨nnen); tech-
nische Hinweise (vgl. Anhang A – 270)
• Lernkontrolle und Klausurvorschlag (mit Lo¨sungen) (vgl. Anhang A –
273),
Im Folgenden wird das Schu¨ler- und Lehrermaterial vorgestellt und zwar
in den Originalformulierungen, wie sie den an der Untersuchung beteilig-
ten Schu¨lergruppen und Lehrpersonen vorgelegen haben. Es beginnt mit den
allgemeinen Hinweisen zur Lernwerkstatt aus dem Lehrerheft (Kapitel 2),
gefolgt von den Bausteinen aus dem Schu¨lerheft (Kapitel 3) und endet mit
den Hinweisen zu den einzelnen Bausteinen fu¨r Lehrpersonen (Kapitel 6.5).
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Einzelne Seiten des Zusatzmaterials aus dem Lehrerheft wurden unmittel-
bar bei den Aufgabenstellungen der entsprechenden Bausteinen in Kapitel 3
aufgenommen (wie z.B. die Spielpla¨ne). Das weitere Zusatzmaterial befindet
sich im Anhang, worauf im Text entsprechend hingewiesen wird.
Kapitel 2
Allgemeine Hinweise fu¨r
Lehrpersonen
Inhalte
Die vorliegende Lernwerkstatt entha¨lt Materialien, mit denen sich
Schu¨lerinnen und Schu¨ler des 11. Jahrgangs selbststa¨ndig die Elemen-
te der
”
klassischen“ Kurvendiskussion, Funktionsuntersuchungen und -
bestimmungen erarbeiten ko¨nnen. Die Sequenz besteht aus mehreren Bau-
steinen oder Stationen, die mit Buchstaben bezeichnet sind – das ABC
der ganzrationalen Funktionen. Bei zwei Bausteinen werden auch andere
Funktionen verwendet. Sie setzen aber keine allgemeine Einfu¨hrung nicht-
ganzrationaler Funktionen voraus und sind durch einen entsprechenden Hin-
weis in den Schu¨lermaterialien gekennzeichnet.
Voraussetzung
Die Schu¨lerinnen und Schu¨ler sollen den Begriff der
”
Ableitung“ und die
Bedeutung der Ableitung als lokale A¨nderungsrate (z.B.: als Tangentenstei-
gung) kennen.
Ziele
Fachkompetenz Die Schu¨lerinnen und Schu¨ler erarbeiten sich u¨ber einen
Zeitraum von ca. sechs Wochen die Thematik selbststa¨ndig mit den vorge-
gebenen Schu¨lermaterialien. Dabei werden sie die besonderen Eigenschaften
von ganzrationalen Funktionen kennen lernen. Im Einzelnen werden sie:
15
16 2. ALLGEMEINE HINWEISE FU¨R LEHRPERSONEN
• besondere Punkte der Graphen mit den jeweiligen Bedingungen
(Schnittpunkt mit den Achsen, Extrempunkte, Wendepunkte) kennen
lernen und bestimmen,
• den Verlauf des Graphen vorhersagen, beschreiben und interpretieren
– lokal und global,
• die unterschiedlichen Darstellungsarten von Funktionen in ihrer Funk-
tionalita¨t kennen lernen (Term , Graph, Tabelle, Situation).
Sozialkompetenz/Methodenkompetenz Neben dem Erarbeiten der
Inhalte ist es vor allem das Ziel, die Eigenverantwortung und Motivation
fu¨r den eigenen Lernprozess zu sta¨rken.
Medienkompetenz Die Schu¨lerinnen und Schu¨ler werden dazu angeregt,
selbststa¨ndig zu entscheiden, welches Medium sie wann und wozu zum Bear-
beiten der einzelnen Probleme wa¨hlen. Zu
”
Medien“ za¨hlen neben den elek-
tronischen Medien auch das Schulbuch und weitere Nachschlagewerke.
Einstieg
Es empfiehlt sich, die Lernwerkstatt mit einer gemeinsamen Aufga-
be im Klassen- oder Kursverband zu beginnen, die die Notwendig-
keit der Untersuchung von Funktionen deutlich macht und anregt. Da-
mit kann gleichzeitig ein gemeinsames inhaltliches Ausgangsniveau ge-
schaffen werden. Es bietet sich zum Beispiel die folgende Aufgabe an:
Es ist ratsam, diese Aufgabe in Kleingruppen zu ero¨rtern, bevor im Ple-
num die Lo¨sungsansa¨tze vorgestellt werden. Eine Darbietung oder fragen-
des Entwickeln von fertigen Lo¨sungswegen ist dabei der Motivation fu¨r die
eigensta¨ndige Untersuchung hinderlich. Nach der Arbeit an der Werkstatt
kann dieses Problem wieder aufgegriffen werden und Lo¨sungsmo¨glichkeiten
mit den neu erworbenen Kenntnissen neu diskutiert werden.
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Zum Rechnereinsatz
Die Lernwerkstatt ist zum integrierten Einsatz von Rechnern gedacht (beson-
ders Funktionenplotter, grafikfa¨hige Taschenrechner oder ein Computeral-
gebrasystem). Nur bei wenigen Aufgaben ist der Rechnereinsatz zwingend
erforderlich. Er hilft jedoch bei fast allen Bausteinen als Werkzeug um Bei-
spiele zu generieren und Vermutungen zu u¨berpru¨fen. Deshalb ist es hilf-
reich, wenn der Rechner allen Schu¨lerinnen und Schu¨lern mo¨glichst immer
zur Verfu¨gung steht (wie bei einem grafikfa¨higen Taschenrechner, einem Klas-
sensatz Laptops, Taschencomputer oder bei sta¨ndiger Arbeit im Computer-
raum). Aber auch mit einzelnen Computern wie zum Beispiel in einer Me-
dienecke, im Computerraum oder im Selbstlernzentrum der Schule ist das
Projekt durchfu¨hrbar. In diesem Fall sind dann zeitliche Absprachen zur
Nutzung des Computers zwischen den einzelnen Gruppen sinnvoll.
Folgende Rechner-Kenntnisse sollten die Schu¨lerinnen und Schu¨ler beherr-
schen:
• Funktionsgraphen zeichnen lassen,
• Grafik-Fenster sinnvoll einstellen, Zoom-Funktion,
• Umgang mit Wertetabellen, z.B. Tabellen
”
verfeinern“
.. und zusa¨tzlich bei Rechnern mit Computeralgebrasystem:
• Ableitungen bestimmen,
• Gleichungen und Gleichungssysteme lo¨sen.
Fu¨r den Einsatz von grafikfa¨higen Taschenrechnern bzw. -computern (z.B.:
V-200/ TI-89/ Ti-92+) finden sich Hinweisbla¨tter (Anhang A), die je nach
Vorkenntnissen der Schu¨lerinnen und Schu¨ler fu¨r alle kopiert oder mehrfach
ausgelegt werden ko¨nnen.
Zur Organisation des Unterrichts wa¨hrend der Lern-
werkstatt
Zu empfehlen ist:
• Die Schu¨lerinnen und Schu¨ler sollten in Gruppen zu 3-5 Schu¨lern zu-
sammenarbeiten, wobei mindestens eine leistungsstarke Schu¨lerin bzw.
ein leistungsstarker Schu¨ler pro Gruppe hilfreich ist.
18 2. ALLGEMEINE HINWEISE FU¨R LEHRPERSONEN
• Die Erfahrung hat gezeigt, dass es sinnvoll ist, sechs Wochen (a` 3
Unterrichtsstunden) fu¨r die Lernwerkstatt einzuplanen. Um die Zeit
gegebenenfalls zu verku¨rzen, kann Baustein F als Teil der Lernwerkstatt
entfallen und als eigene Thematik im Abschluss bearbeitet werden.
• Jede Schu¨lerin/jeder Schu¨ler erha¨lt ein Heft der Schu¨lermaterialien.
• Es gibt keine speziellen Hausaufgaben, die Schu¨lerinnen und
Schu¨ler sind gehalten, auch zu Hause an den Materialien zu arbeiten
und entsprechende Absprachen in der Gruppe zu treffen.
• Eine Tabelle, die im Klassenraum ausha¨ngt und in der Schu¨lergruppen
eintragen, welche Bausteine sie bereits erarbeitet haben, gibt allen einen
U¨berblick u¨ber den gesamten Arbeitsfortschritt und die Zeitpla-
nung.
• Die Schu¨lerinnen und Schu¨ler dokumentieren ihre Arbeitsergebnisse
sorgfa¨ltig. ZurDokumentation geho¨rt nicht nur das Aufschreiben von
Ergebnissen, sondern insbesondere auch das Festhalten von Merkhilfen,
ersten Ideen, Erkla¨rungsversuchen, weiteren Erkenntnissen, einleuch-
tenden Beispielen u.a. Als Anleitung fu¨r eine solche Dokumentation
kann den Schu¨lerinnen und Schu¨lern ein Merkblatt (Anhang A) aus-
gegeben werden. Es ist sehr zu empfehlen, sich jeweils mindestens ein
Heft pro Gruppe anzuschauen. Auf diese Weise erha¨lt man zusa¨tzlich
zu den Beobachtungen einen Eindruck u¨ber den Stand des Lernprozes-
ses. Dadurch erfa¨hrt man sowohl sehr scho¨ne Zuga¨nge und individuelle
Ideen als auch Fehlvorstellungen, auf die man dann gezielt reagieren
kann.
• Zur Lernkontrolle werden ein oder zwei Kopien der Lo¨sungen im Klas-
senraum ausgelegt.
• Ebenso ist es wichtig, Begleitmaterial (z.B. verschiedene Schulbu¨cher
oder Mathematikduden) bereit zu stellen.
• Um die Erkenntnisse und Ergebnisse zu vergleichen und evtl. zu kor-
rigieren, erfolgt nach der 1. Stufe eine Pra¨sentation der Bausteine
K,L,E,N,S im Plenum. Es hat sich bewa¨hrt, wenn jede Gruppe einen
(evtl. zwei) Baustein/e vorstellt, und die Zuordnung, welche Grup-
pe welchen Baustein pra¨sentiert, erst eine Unterrichtsstunde vor der
Pra¨sentation per Los entschieden wird. So wird eine zu fru¨he Fixie-
rung auf wenige Bausteine vermieden. Von Vorteil ist es, wenn al-
le Gruppen
”
ihr“ Thema anhand derselben Funktion vorstellen (z.B.
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f(x) = −6x4+8x3). Zur Visualisierung der Pra¨sentationen ko¨nnen die
einzelnen Gruppen Plakate mit den jeweils wichtigsten Aspekten erstel-
len. Diese Plakate ko¨nnen im Raum aufgeha¨ngt werden. Im Anschluss
an eine individuelle Betrachtung ko¨nnen noch einmal gemeinsam zu
allen Plakaten bzw. Bausteinen Fragen gekla¨rt oder Begriﬄichkeiten
vereinheitlicht werden.
• Im Anschluss an die Lernwerkstatt ko¨nnen im Sinne einer Anwen-
dung und Vertiefung der erarbeiteten Bausteine zum Beispiel Optimie-
rungsaufgaben und die Behandlung von Kurvenscharen stehen.
20 2. ALLGEMEINE HINWEISE FU¨R LEHRPERSONEN
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Kapitel 3
Das Schu¨lerheft
1
1Im Folgenden finden Sie die einzelnen Seiten des Schu¨lermaterials im Original-Layout.
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Kapitel 4
Anmerkungen zu den
Bausteinen im Lehrerheft
Baustein W – Werkzeug: Ableitungsbegriff, Ableitungsregeln
Inhalt: Wiederholung und Vertiefung des Ableitungsbegriffs, Ermitteln der
Ableitungsregeln aufgrund von Beispielen
Erfahrungen, Anmerkungen: Eine mathematische Herleitung und Beweis
der Regeln wird hier nicht angeregt - falls dies gewu¨nscht wird, mu¨ssen diese
Aspekte vorher oder nachher im Unterricht erarbeitet werden.
Baustein A – Ich gehe eine Ableitungsfunktion
Inhalt: Es werden Zeit-, Entfernungs- und Zeit-Geschwindigkeits-
Diagramme interpretiert und der Bezug zu Graphen von Funktionen und
deren Ableitungsfunktionen hergestellt. Steht ein Ultraschallmessgera¨t zur
Verfu¨gung, ko¨nnen Bewegungsabla¨ufe unmittelbar graphisch aufgezeichnet
werden.
Erfahrungen, Anmerkungen: Die Fragen des Bausteins ko¨nnen auch ohne
ein Ultraschallmessgera¨t bearbeitet werden, dann entfa¨llt lediglich der Zusatz
in Aufgabe 2. Jedoch ist der Einsatz eines solchen Gera¨tes von großem Vor-
teil, da damit der Begriff der Ableitung und Ableitungsfunktion durch eigene
experimentelle Erfahrungen gestu¨tzt werden kann. Ein solches Ultraschall-
messgera¨t ist zum Beispiel das CBR (Computer Based Ranger) der Firma
Texas Instruments, das auch ausgeliehen werden kann.
Bausteine E, L und K – Extremes,
”
Lange Leitung“ (ho¨here Ableitun-
gen) und
”
Sanft Kru¨mmt sich. . .“
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Inhalt: Bestimmen (lokaler) Extremstellen, Erarbeiten der Bedeutungen der
1. und 2. Ableitung, Wendepunkt, Links- und Rechtskurve
Erfahrungen, Anmerkungen: Diese drei Bausteine sind inhaltlich stark
vernetzt, da die Aspekte des einen Bausteins jeweils zum Versta¨ndnis der
beiden anderen beitragen. Es hat sich gezeigt, dass Schu¨lerinnen und Schu¨ler
ha¨ufig vor der fertigen Bearbeitung eines der drei Bausteine zuna¨chst einen
der anderen beginnen. Dieses Vernetzen sollte bewusst gewa¨hrt werden, um
die Aspekte im Zusammenhang zu begreifen. Aus diesem Grund sind die
drei Bausteine in der Erarbeitungsu¨bersicht zyklisch angeordnet. Das Merk-
poster (vgl. A) kann zur Visualisierung ausgelegt oder ausgeha¨ngt werden.
In Baustein E wird bewusst nach den Unterschieden und Mo¨glichkeiten der
drei verschiedenen Darstellungsarten einer Funktion (Term, Tabelle, Graph)
gefragt (s. auch Bausteine N und G). Wa¨hrend der Gruppenarbeit kann es
hilfreich sein, verschiedene Mo¨glichkeiten der hinreichenden Bedingung ein-
zubeziehen. Folgende Wege wurden bisher bei Schu¨lergruppen beobachtet:
• Betrachten der Steigung fu¨r x-Werte etwas kleiner bzw. etwas gro¨ßer
als der mo¨gliche Extrempunkt (Vorzeichenwechselkriterium)
• Einsetzen von Funktionswerten fu¨r x-Werte etwas kleiner bzw. etwas
gro¨ßer als der mo¨gliche Extrempunkt
• Betrachten des Graphen
Das traditionell verwendete Einsetzen in die 2. Ableitung wurde nur von
Gruppen benutzt, die
”
Wiederholer“ in der Gruppe hatten oder wenn das
Verfahren aus dem Schulbuch u¨bernommen wurde. Dieser Weg ist in jedem
Fall am schwierigsten zu verstehen. Beim Besprechen wa¨hrend der Poster-
pra¨sentation sollten die verschiedenen Mo¨glichkeiten gesammelt, gegebenen-
falls erkla¨rt, vor allem aber diskutiert und verglichen werden. Die Notwen-
digkeit des Adjektives
”
lokal“ im Gegensatz zu
”
absolut“ war fu¨r die meisten
selbstversta¨ndlich, dennoch sollte dies wa¨hrend der Pra¨sentation noch einmal
betont werden.
Baustein N – Die Null-Linie
Inhalt: Bestimmen von Nullstellen
Erfahrungen, Anmerkungen: A¨hnlich wie in den Bausteinen E und G
werden hier bewusst die drei Darstellungsarten von Funktionen (Term, Ta-
belle, Graph) einbezogen und die jeweiligen Vorteile bei der Bestimmung der
Nullstellen erfragt. Polynomdivision wurde hier nicht aufgenommen, um die
gesamte Thematik der Lernwerkstatt zu begrenzen.
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Baustein S – Symmetrien
Inhalt: Erkunden der Symmetrieeigenschaften von Graphen
Erfahrungen, Anmerkungen: Es geht um Symmetrien zwischen
verschiedenen Funktionsgraphen und Symmetrieeigenschaften einzelner
Funktionsgraphen. Auch wenn durch die Frage
”
Erkennt man am Term
schon die Symmetrie?“ die Unterscheidung in gerade und ungerade Funktio-
nen nahe gelegt wird, bleibt die Frage nach der konkreten Symmetrieachse
oder dem Spiegelpunkt bewusst offen. Manche Schu¨lergruppen haben auch
Symmetrieeigenschaften zu Parallelen zur y-Achse oder zu anderen Punkten
als dem Nullpunkt einbezogen. Die verschiedenen Ansa¨tze sollten gegebenen-
falls in der ganzen Klasse wa¨hrend der Pra¨sentationsphase verglichen werden.
Bausteine Z, R – Spiele
Inhalt: Vertiefen der neuen Erkenntnisse
Erfahrungen, Anmerkungen: Die beiden Spiele bieten viel Ge-
spra¨chsanregung u¨ber die Inhalte. Es ist ratsam, den Spielplan (bei R) bzw.
die Legeteile (bei Z) mehrfach zu kopieren, damit eine Mehrfachnutzung der
Spiele parallel mo¨glich ist. Spielplan und Legeteile sollten laminiert ausgelegt
werden. Beim Reiterspiel (R) mu¨ssen ein entsprechend pra¨parierter Wu¨rfel
und Spielfiguren zur Verfu¨gung stehen.
Baustein C – Check-up
Inhalt: U¨berpru¨fen der Erkenntnisse aus den Bausteinen E, L und K
Erfahrungen, Anmerkungen: Dieser Baustein dient der Selbstkontrolle
und ist zuna¨chst eine Sammlung von Aussagen, die begru¨ndet als wahr oder
falsch zu erkennen sind.
Baustein G – Geheimnis lu¨ften
Inhalt: Anwenden der neuen Erkenntnisse
Erfahrungen, Anmerkungen: Bei einer klassischen Kurvendiskussion ist
eine Funktion durch einen Term gegeben und die Aufgabenstellung lautet:
”
Untersuche diese Funktion“. In Baustein G wird die gleiche Aufgabenstel-
lung genutzt – jedoch nicht nur bezogen auf eine Funktion, die durch einen
Term gegeben ist, sondern auch auf Funktionen, die alleine durch den Gra-
phen oder alleine durch eine Tabelle gegeben sind. Damit soll einmal mehr
die Reflexion u¨ber Vor- und Nachteile der verschiedenen Darstellungsarten
einer Funktion (Term, Graph, Tabelle) angeregt werden.
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Baustein Q – Quiz
Inhalt: Reflektieren der neuen Erkenntnisse
Erfahrungen, Anmerkungen: Die Schu¨lergruppen sollen zu Aspekten der
Lernwerkstatt Quizfragen zusammenstellen und allen als U¨bungs- und Selbst-
kontrollmo¨glichkeit anbieten. Das Besprechen bzw. Spielen des Quiz bietet
sich als Abschluss der Lernwerkstatt an.
Baustein F – Funktionen-Suchdienst
Inhalt: Bestimmen der Funktionsgleichung aufgrund gegebener Bedingun-
gen
Erfahrungen, Anmerkungen: Bei diesen sogenannten
”
Steckbriefaufga-
ben“ werden die neuen Kenntnisse angewendet. Dieser Baustein kann auch
im Anschluss an die Lernwerkstatt als eigener Themenblock bearbeitet wer-
den, eventuell nach der Lernkontrolle oder Klausur (vgl. Anhang A, Seite
273).
Teil II
”
Das ABC der ganzrationalen
Funktionen“ – Theoretischer
Hintergrund zur Konzeption
und Entwicklung
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Unterrichtsplanung ist ein Zusammenspiel von U¨berlegungen auf verschiede-
nen Ebenen. Es mu¨ssen Entscheidungen getroffen werden hinsichtlich
• der konkreten Lerngruppe mit ihren fachlichen, sozialen und personalen
Voraussetzungen,
• des Themas, mit dem bestimmte Unterrichtsziele verbunden sind,
• der Unterrichtsmethode als konkreter Organisation des Unterrichts,
• der verwendeten Hilfsmittel, die den Lehr- und Lernprozess un-
terstu¨tzen und bereichern sollen.
Bis auf den ersten Aspekt gelten diese Gedanken auch fu¨r die Entwicklung
von Unterrichtsmaterialien und nicht nur fu¨r die Planung von Unterricht
in einer konkreten Lerngruppe. Die Aspekte lassen sich konzentrieren auf
”
Was?“,
”
Wie?“ und
”
Womit?“. In der konkreten Unterrichtsplanung sind
das die Fragen nach Inhalt, Methode und Medium, die keineswegs sequentiell
bearbeitet werden ko¨nnen, sondern sich gegenseitig bedingen. Es handelt sich
um ein komplexes Gefu¨ge von U¨berlegungen und Erwa¨gungen.
Ein solches Geflecht bezeichnet Chevallard (1999) in seinem anthropologi-
schen Zugang zur Mathematikdidaktik als
”
Praxeologie“. Eine
”
Praxeolo-
gie“ ist bestimmt durch die Faktoren
”
tasks, techniques, technologies and
theories“.
”
Tasks“ sind fu¨r Chevallard die Aufgaben oder mathematischen
Probleme, in die der Inhalt eingebettet ist und
”
Techniques“ die Techniken,
die benutzt werden, um die Aufgabe oder das Problem zu lo¨sen.
”
Technology“
bezeichnet in Chevallards Theorierahmen die Meta-Ebene der Techniken –
zu sehen als Diskurs, durch den die einzelnen Techniken erkla¨rt und fundiert
werden.
”
Theorie“ liefert die strukturierende Basis fu¨r den technologischen
Diskurs und kann als Technologie der Technologie gesehen werden oder als
Para-Ebene der konkreten Techniken. Um Missversta¨ndnisse zwischen Che-
vallards Theorie und der gebra¨uchlichen Bezeichnung von
”
Technologie“ als
digitale Medien zu vermeiden, haben Artigue (2002) und Lagrange (2005) die
vier Faktoren auf die drei
”
tasks, techniques und theory“ reduziert, indem
sie
”
technology“ im Sinne Chevallards unter den Faktor
”
theory“ subsumiert
bzw. die Bedeutung von
”
theory“ ausgeweitet haben. Damit hilft dieser Theo-
rierahmen auch beim hier untersuchten Unterrichtsmaterial, die Konzeption
zu gestalten und zu beurteilen. Zentral ist fu¨r Artique und Lagrange der Be-
griff der
”
Technique“ als die Art und Weise, eine Aufgabe zu lo¨sen. Eine sol-
che Technik kann einerseits eine arbeitserleichternde Routine sein, also einen
pragmatischen Wert besitzen (
”
pragmatic value“). Sie kann andererseits aber
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auch epistemischen Wert haben (
”
epistemic value“), wenn die Technik zum
Verstehen der verknu¨pften mathematischen Aspekte beitra¨gt. Dies geschieht
zum Beispiel dadurch, dass Fragen zum mathematischen Wissen angeregt
werden. Dabei geht es um Techniken, die sowohl Lernende und Lehrende
erwerben – Techniken im Sinne unterschiedlicher Strategien, unterschiedli-
cher Anforderungen inhaltlicher, praktischer und theoretischer Natur. Dazu
geho¨rt auch die a¨ußere Organisation des Unterrichts, die dem Ziel dient, einen
Rahmen fu¨r die Fu¨lle der individuellen Lernprozesse zu schaffen.
Inhalt und Ziele des Unterrichts bestimmen die Gestaltung dieses Gefu¨ges.
Dies gilt fu¨r Lehrpersonen bei der Unterrichtsplanung ebenso wie fu¨r
Schu¨lerinnen und Schu¨ler bei der Gestaltung ihrer Gruppenarbeit. Tragen
kann das Motto, dass die a¨ußere Organisation und der Rechnereinsatz stets
im Dienste des Lehr- und Lernprozesses stehen muss und zu entscheiden ist,
was beim jeweiligen Inhalt am besten unterstu¨tzt.
Fu¨r das vorgestellte Material wurden die Fragen nach Inhalt, Medium und
Methode wie folgt beantwortet: Es geht um das Thema
”
Untersuchung ganz-
rationaler Funktionen“, wobei als Medium Computeralgebra genutzt und als
Unterrichtsmethode die Lernwerkstatt gewa¨hlt wird. Damit sind im Wesent-
lichen folgende Ziele verbunden:
Inhaltlich-fachliches Ziel Die Schu¨lerinnen und Schu¨ler sollen verschie-
dene Kriterien zur Funktionsuntersuchung kennenlernen und diese souvera¨n
einsetzen und anwenden ko¨nnen. Dabei sollen sie sowohl lokale Eigenschaf-
ten markanter Funktionswerte als auch globale Eigenschaften eines Kurven-
verlaufs nutzen ko¨nnen. Das Explorieren und Anwenden der verschiedenen
Kriterien soll aufgrund einer Vielfalt kognitiver Ta¨tigkeiten erreicht werden.
Dazu geho¨rt zum Beispiel, mathematische Objekte zu analysieren, zu struk-
turieren, auf verschiedene Weise darzustellen, die Arbeit zu reflektieren, um
so Zusammenha¨nge zwischen verschiedenen Ebenen herstellen zu ko¨nnen.
Mediales Ziel Die Schu¨lerinnen und Schu¨ler sollen passend zu ihrem Lern-
prozess und Lo¨sungsweg Computeralgebra integrieren. Dabei kann Compu-
teralgebra zum Beispiel genutzt werden zum Generieren mathematischer Ob-
jekte, die untersucht werden, zum gezielten Visualisieren von Ideen und Ver-
mutungen sowie zum numerischen Berechnen und schnellen Darstellen.
Sozial-personales Ziel Die Schu¨lerinnen und Schu¨ler u¨bernehmen Ver-
antwortung fu¨r den eigenen Lernprozess und sind mitverantwortlich fu¨r die
Arbeit der jeweiligen Gruppe. Dabei mu¨ssen sie ihre Rolle im sozialen Gefu¨ge
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finden, mit anderen aushandeln und sich mit den eigenen Fa¨higkeiten kreativ
und gestalterisch einbringen.
Diese Ziele passen zu den Entscheidungen auf der Ebene des Inhalts, des
Mediums und der Methode. In den folgenden Kapiteln werden nun die Ent-
scheidungen auf diesen drei Ebenen und der genannten drei Grundziele der
Unterrichtsreihe theoretisch fundiert und reflektiert.
• Im ersten Teil zum Inhalt (Kapitel 5) geht es darum,
”
Funktionsunter-
suchung“ als Unterrichtsthema auf verschiedene Weise zu durchleuch-
ten und aufzuzeigen, auf welche Weise die Ziele des Themenbereichs im
konkreten Material verfolgt werden. Diese Analyse geschieht an Hand
der drei allgemeinen Ziele, wie Winter (1995) sie fu¨r den Mathematik-
unterricht ausweist.
• Mit der Entscheidung fu¨r
”
Computeralgebra“ als Medium sind
vielfa¨ltige U¨berlegungen verbunden - sowohl zum grundsa¨tzlichen Ein-
satz digitaler Medien im Mathematikunterricht als auch zum spezi-
ellen Einsatz bei der hier untersuchten Lernwerkstatt. Diese Fragen
zum
”
didaktischen Mehrwert“ von Computeralgebra im Rahmen der
hier ero¨rterten Unterrichtsreihe werden in Kapitel 6 an Hand von For-
schungsergebnissen aus der Literatur diskutiert.
• Die
”
Lernwerkstatt“ als Methode im Unterricht ist in Deutschland
in Grundschulen ebenso zu finden ist wie an Hochschulen.
”
Lernwerk-
statt“ steht dabei fu¨r einen Ort – im realen wie im u¨bertragenen Sinn
– der vielfa¨ltige Handlungen zu einem Themenbereich und das Entste-
hen eines gemeinsamen Produktes im gemeinsamen Tun ermo¨glicht. Im
Kapitel 7 geht es um weitergehende Gedanken zu dieser Unterrichtsme-
thode und wie sie ihren Niederschlag im konkreten Material gefunden
hat.
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Kapitel 5
Zum Inhalt: Das Thema
”
Funktionsuntersuchung“ im
Analysis-Unterricht
Winter (1995) hat in pra¨gnanter Weise die spezifischen, fachlich-inhaltlichen
Ziele des Mathematikunterrichts beschrieben und sie dabei in drei Bereiche
spezifiziert. Schu¨lerinnen und Schu¨lern sollen:
• Erscheinungen aus der Natur, Gesellschaft und Kultur mit Hilfe der
Mathematik wahrnehmen und verstehen (Mathematik als Anwendung)
• mathematische Gegensta¨nde und Sachverhalte, repra¨sentiert in Spra-
che, Symbolen und Bildern, als geistige Scho¨pfungen verstehen und
weiter entwickeln (Mathematik als Struktur)
• in der Auseinandersetzung mit mathematischen Fragestellungen
u¨berfachliche Kompetenzen erwerben und einsetzen (Mathematik als
kreatives und intellektuelles Handlungsfeld).
Diese Zielformulierungen werden in vielen Curricula verschiedener Schulfor-
men und -stufen und verschiedener Bundesla¨nder als Basis genutzt, den Lehr-
plan zu entwickeln (z.B. Rahmenplan fu¨r die Oberstufe Hamburg, Kernlehr-
plan fu¨r die Sekundarstufe I NRW). Auch bei den Bildungsstandards, die die
Kultusministerkonferenz fu¨r den Mathematikunterricht herausgegeben hat,
klingen diese Ziele in a¨hnlicher Weise als Grundlage an ([KMK 2003], S.7).
In der Defintion der mathematical literacy im PISA-Framework werden die
hier genannten Aspekte ebenfalls fokussiert. Es heißt hier:
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Mathematische Grundbildung ist die Fa¨higkeit einer Person, die
Rolle zu erkennen und zu verstehen, die Mathematik in der Welt
spielt, fundierte mathematische Urteile abzugeben und sich auf eine
Weise mit der Mathematik zu befassen, die den Anforderungen des
gegenwa¨rtigen und ku¨nftigen Lebens dieser Person als konstruktivem,
engagiertem und reflektierendem Bu¨rger entspricht. ([PISA 2000],
S.47)
Nimmt man diese Ziele ernst, mu¨ssen sie in die konkrete Unterrichtsplanung
und -konzeption einfliessen und dort mit Leben gefu¨llt werden. Auch wenn in
der einzelnen Unterrichtsstunde nur eine Ahnung solcher Ziele gesa¨t werden
kann, so verhilft bereits dies, dass Unterricht nicht in der Enge einzelner stoff-
licher Teilziele verharrt, sondern dass u¨bergreifende Zusammenha¨nge mitge-
dacht und vermittelt werden. Je sta¨rker sich die konkrete Planung an solch
ho¨heren Zielen orientiert, desto mehr kann der Unterricht dazu beitragen,
Mathematik als das darzustellen, was sie fu¨r unsere Kultur und Gesellschaft
ist: eine faszinierende Wissenschaft, die in vielerlei Hinsicht unser Leben be-
einflusst. Solche Ziele und Gedanken lassen sich nicht nur als Fundament
der Unterrichtsplanung nutzen, sondern ko¨nnen auch als Maßstab dienen,
Unterricht zu reflektieren und zu u¨berpru¨fen.
Die drei Zielbereiche nach Winter sind keineswegs als disjunkt anzusehen,
sondern sie bedingen sich vielmehr gegenseitig und geho¨ren als ein Ganzes
zusammen. Es gibt kein mathematisches Handeln ohne Inhalte und insbe-
sondere ko¨nnen Zusammenha¨nge aus Natur und Gesellschaft nicht mathe-
matisch modelliert werden, wenn das Handwerkszeug in Form von Inhalten
und mathematischen Aktivita¨ten fehlt. Damit gilt fu¨r den Mathematikunter-
richt das gleiche Paradigma wie fu¨r jegliche wissenschaftliche Entwicklung:
Nur aus dem Zusammenspiel und der Wechselwirkung zwischen Modell- und
Theoriebildung kann es gelingen die Entwicklung voranzutreiben. So erwach-
sen einerseits wichtige Impulse zur Theorie- und Begriffsbildung aus Anwen-
dungen und andererseits hilft die Theorie, Pha¨nomene zu erkla¨ren. Diese
Interdependenzen werden auch von Vollrath (1994) betont und stellt Jahnke
(1999) sie als Merkmal der historischen Entwicklung konkret heraus:
Die Idee des Naturgesetzes stand Pate bei der Herausbildung des
mathematischen Funktionsbegriffs, und umgekehrt wa¨re diese Idee nie
so einflußreich geworden, wenn die mathematische Analysis nicht so
erfolgreiche Methoden entwickelt ha¨tte, funktionale Abha¨ngigkeiten zu
untersuchen. ([Jahnke 1999], S.1)
Dies gilt insbesondere auch fu¨r den einzelnen Themenbereich. Auch die
Aspekte der theoretischen Fundierung zum Thema
”
Funktionsuntersu-
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chung“ hinsichtlich Anwendung, mathematischer Struktur und Handlungs-
feld ko¨nnen nicht voneinander getrennt gesehen werden. Dennoch werden
im Folgenden die vielfa¨ltigen theoretischen Reflexionen an Hand der drei
Winterschen Zielen strukturiert, um eine leichtere U¨bersicht u¨ber die unter-
schiedlichen Ero¨rterungen zu ermo¨glichen. Dabei werden entsprechend dem
thematischen Rahmen der Lernwerkstatt zuna¨chst grundlegende Aspekte
der Funktionenlehre aufgefu¨hrt und diese dann durch das Einbeziehen der
Mo¨glichkeiten der Differentialrechnung ausgeweitet.
5.1 Funktionsuntersuchung zum Beschreiben
von Zusammenha¨ngen aus Natur und
Gesellschaft
5.1.1 Allgemeine Gedanken
Fu¨r Vollrath (1994) stellt der Funktionsbegriff auch in den Anwendungen
einen der fruchtbarsten Begriffe der Mathematik dar ([Vollrath 1994], S.122).
Die Anwendungsbereiche der Funktionenlehre finden sich in Natur-, Sozial-
und Gesellschaftswissenschaften in vielfa¨ltiger Weise – auch solche, die fu¨r
Jugendliche einsichtig und bedeutsam sein ko¨nnen.
Der Mathematikunterricht kann in diesem Themenbereich einen sinnvol-
len Beitrag zur
”
Umwelterschließung“ leisten, wie es Vollrath nennt (1994,
S.129). Er expliziert, was gerade das Untersuchen von Funktionen dazu bei-
tragen kann. Dabei geht es zuna¨chst um das Betrachten, Beschreiben und
Erkla¨ren der Umwelt mit Hilfe von Funktionen und in einem weiteren Schritt
um das Erforschen und das rationale und kreative Handeln in der Umwelt.
Damit beschreibt er zwei Handlungsebenen, die auch fu¨r den Unterricht wei-
send sein ko¨nnen: die eine des unmittelbaren Erfassens des Kontextes mit
Hilfe des mathematischen Modells und zum anderen die Ebene des reflektiven
und kritischen Umgangs mit dem Modell als Ausgangspunkt fu¨r weitergehen-
de Handlungen wie Interpretationen und Folgerungen. Diese beiden Ebenen
betont auch Malle (2000) als verschiedene Schritte einer Funktionsuntersu-
chung und sie finden sich auch im sogenannten Modellierungskreislauf (vgl.
[Burkhardt 1981], [Blum 1985], [Kaiser 1995]). Es ist einerseits das Modellie-
ren als U¨bergang vom Realmodell zum mathematischen Modell und anderer-
seits das Interpretieren und Validieren als Ru¨ck-Weg vom mathematischen
Modell zur Realsituation. Nimmt man zum Beispiel die Kosten-U¨bersicht
in Abha¨ngigkeit zur Produktionsmenge eines Wirtschaftsbetriebes, so geht
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es auf der ersten Ebene darum, die Abha¨ngigkeiten zwischen Produktions-
menge und Kosten zu erkennen, diese zuna¨chst verbal und dann durch ein
mathematisches Modell zu beschreiben. Auf der anderen Ebene lassen sich
die Erkenntnisse aus der mathematischen Modellierung und Bearbeitung zur
Problemlo¨sung nutzen, um beispielsweise Prognosen zu bilden oder mo¨gliche
Einflussfaktoren auf die Entwicklung zu ermitteln.
Malle (2000) sieht in der Funktionsuntersuchung
”
in einem gewissen Sinne
sogar einen roten Faden durch die gesamte Schulmathematik“ ([Malle 2000],
S. 4) und postuliert ein Einbeziehen der Funktionsuntersuchung nicht nur
in der Sekundarstufe II, sondern auch in der Sekundarstufe I. Diese Forde-
rung findet man auch explizit in den Bildungsstandards, die die Kultusmi-
nisterkonferenz herausgegeben hat ([KMK 2003], S.13). Als Funktionsklas-
sen werden neben den einfachen ganzrationalen Funktionen (lineare und
quadratische Funktionen) die Sinusfunktion als trigonometrische Funktion
und die Exponentialfunktion als weitere transzendente Funktion in den Ka-
non aufgenommen. Im Zusammenhang mit diesen Funktionsklassen werden
Ta¨tigkeiten im Sinne des Modellierens und Untersuchens von Funktionen fu¨r
die Sekundarstufe I gefordert. Dabei geht es darum, besondere Merkmale und
Eigenschaften von Funktionen zu untersuchen und in sinnvollen Kontexten
anzuwenden (vgl. [KMK 2003], S.13). Dabei spielen nicht nur Funktionen ei-
ne Rolle, die sich durch einen Funktionsterm beschreiben lassen, sondern auch
solche, die nur durch einen Graphen, eine Tabelle oder eine Situation gegeben
sind, um mathematisches Wissen und Fertigkeiten kennen zu lernen und im
Rahmen von Realkontexten anzuwenden. Damit wird ein Untersuchen von
Funktionen nicht nur quantitativ exakt, sondern auch qualitativ interpretativ
angeregt. Mit dieser Vielfalt wird Schu¨lerinnen und Schu¨lern eine grundle-
gende Bedeutung von Funktionen verdeutlicht, die Tall beschreibt als:
”
One
purpose of the function is to represent how things change.“ ( [Tall 1997], S.1)
Auch wenn Funktionsuntersuchungen im wahrsten Sinne des Wortes schon
fru¨h in der Sekundarstufe I mo¨glich und wu¨nschenswert sind, so erweitert sich
doch bis zur Sekundarstufe II maßgeblich das Repertoire an Untersuchungs-
werkzeugen. Durch die Differential- und Integralrechnung stehen neue Mittel
zur Verfu¨gung, die Merkmale von Funktionen detaillierter zu untersuchen
und neue Merkmale (z.B. lokale A¨nderungsraten) in die Analyse einzubezie-
hen. U¨berdies werden die mathematischen Elemente der Funktionsuntersu-
chung aus der Sekundarstufe I abgerundet und sind weitere Funktionsklassen
bekannt (Trigonometrische Funktionen, Exponential- und Logarithmusfunk-
tionen). Damit stehen drei große Bereiche der Anwendungen von Funktionen-
lehre im Rahmen der Analysis in der Sekundarstufe II zur Verfu¨gung (nach
[Tietze/Klika/Wolpers 1997], S.224):
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• Erfassung funktionaler Zusammenha¨nge und deren Diskussion
(z.B. Kostenfunktionen, Gewinnfunktionen, Steuerfunktionen, Brems-
weg)
• Optimierungsaufgaben (z.B. Verkehrsdurchsatz, Straßen-Trassierung,
Optimierung von Verpackungen)
• Wachstumsfragen und dynamische Systeme
(z.B. Bevo¨lkerungsdynamik, Zerfallsprozesse, Marktentwicklung, Aus-
breitung einer Epidemie/eines Geru¨chts, Abku¨hlung von Flu¨ssigkeiten)
Als neues Untersuchungsinstrument fu¨r all diese Bereiche steht in der Se-
kundarstufe II zuna¨chst die Ableitung im Zentrum der Betrachtung. Sie
kann als ein Maß genutzt werden, den Grad von A¨nderung zu beschrei-
ben, was in vielen verschiedenen Anwendungsbereichen eine wichtige Rolle
spielt. Beim Ableitungsbegriff werden in der mathematikdidaktischen Dis-
kussion verschiedene Grundvorstellungen als
”
Tra¨ger von Bedeutung“ (vgl.
[vom Hofe 1995]), [Blum 2000]) unterschieden. So nennt Schneider (2000)
zum Beispiel zwei Grundvorstellungen zum Ableitungsbegriff – die Ablei-
tung als lokale A¨nderungsrate und als lineare Approximation. Hußmann
(2003) nennt als dritte Vorstellung die Ableitung als Tangentensteigung.
U¨bereinstimmend wird unter Didaktikern die Vorstellung von Ableitung als
lokale A¨nderungsrate als umfassendere Basis zur Modellierung der meisten
Anwendungsbereiche gesehen. Aus diesem Grund wird in manchen neueren
Schulbu¨cher dieser Weg beschritten (z.B. das schweizerische Schulbuch
”
Dif-
ferenzieren – do it yourself“, [DMK 2003]). Jedoch gibt es noch viele ga¨ngige
Schulbu¨cher, die aus Gru¨nden der leichteren Visualisierung die Vorstellung
von Ableitung als Tangentensteigung fu¨r den Einstieg in den Mittelpunkt
stellen. So versta¨ndlich dies sein mag, so bedauerlich ist es, denn es birgt
die Schwierigkeit in sich, dass fu¨r Lernende nach einer engen Grundlegung
des Begriffs eine Ausweitung der Vorstellungen schwierig sein kann. Auch
Blum/To¨rner (1983) haben in ihrer Didaktik der Analysis deshalb den Fo-
kus auf die lokale A¨nderungsrate gelegt, um damit Schu¨lerinnen und Schu¨lern
das umfassendere Instrument zur Modellierung von Anfang an nahe zu brin-
gen. Sie listen eine Vielzahl von Anwendungsbereichen zur Ableitung als
lokale A¨nderungsrate tabellarisch auf, um das Modellierungspotenzial dieses
Begriffs zu verdeutlichen. Aus dieser Liste dienen einige Beispiele zur Ver-
anschaulichung, um die Bandbreite der fu¨r den Schulunterricht interessanten
und durchaus motivierenden Kontexte zu verdeutlichen. Es ist jeweils als
Trio x− f(x)− f ′(x) genannt ([Blum/To¨rner 1983], S.92):
• Zeit – Weg – Momentangeschwindigkeit
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• Radius – Kreisfla¨che – Kreisumfang
• Temperatur – La¨nge – Expansionskoeffizient
• Zeit – Anzahl Infizierter – Ausbreitungsgeschwindigkeit der Epidemie
• Zeit – Quantita¨t Population – Wachstumsgeschwindigkeit
• (Hinzufu¨gen ko¨nnte man): Zeit – Finanzieller Gewinn – Wachstumsrate
Eine a¨hnliche Liste findet sich bei Hahn/Prediger (2004) (S.219), die die obi-
ge jedoch weiter entwickelt haben durch Spezifizierungen, was Extrem- und
Wendepunkte in verschiedenen Kontexten bedeuten. Damit stellen sie die
Kraft der Detail-Merkmale einer Funktion fu¨r verschiedene Modellierungen
explizit heraus. Ein Beispiel dieser Weiterentwicklung findet sich in Tabelle
5.1.
f(x) f´(x) Extrempunkte Wendepunkte
Ho¨he (Menge)
f der Staats-
verschuldung zu
einem Zeitpunkt
(zu Beginn des
Jahres) x
Ja¨hrliche Neu-
verschuldung:
Wachstumsge-
schwindigkeit
der Schulden pro
Jahr
Hochpunkt:
Ho¨chststand der
Staatsschulden,
ab hier nehmen
die Schulden ab
Neuverschuldung
sinkt, d.h. der
Schuldenberg
wa¨chst wieder
langsamer
Tabelle 5.1: Beispiel einer inhaltlichen Deutung
Anwendungsbereiche von Funktionen einzubeziehen hat nicht nur den Sinn,
die Mathematik in ihrer Bedeutung fu¨r Natur und Gesellschaft zu erfas-
sen, sondern ist ein entscheidender Schritt, Schu¨lerinnen und Schu¨ler zum
Versta¨ndnis des Funktionsbegriffs zu fu¨hren. So hat bereits Felix Klein (1968)
fu¨r die Einfu¨hrung des Funktionsbegriffs gefordert:
[Er] soll gewiß nicht durch abstrakte Definitionen eingefu¨hrt, son-
dern an elementaren Beispielen, wie man sie schon bei Euler in großer
Zahl findet, dem Schu¨ler als lebendiges Besitztum u¨berliefert werden.
([Klein 1968], S. 221)
Er postulierte damit als erster den Anspruch des genetischen Prinzips, das
Hans Freudenthal als Prinzip der Nacherfindung aufgegriffen und viele seit-
her als ein zentrales Unterrichtsprinzip betont haben. Schubring (1978) be-
schreibt es sehr treffend und pra¨gnant:
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Das genetische Prinzip [· · · ] fasst mathematische Begriffe als
”
gewor-
dene“ auf und will ihr
”
Werden“ im Lernprozess nachvollziehen las-
sen. ([Schubring 1978], S.1)
Werden Lernumgebungen und Aufgaben nach dem genetischen Prinzip ge-
staltet, la¨sst man Schu¨lerinnen und Schu¨ler an der wechselseitigen Beziehung
zwischen Modell- und Theoriebildung teilhaben.
5.1.2 Umsetzungen in der Lernwerkstatt
Die Idee, Schu¨lerinnen und Schu¨ler die Bedeutung von Funktionen zur Mo-
dellierung von Realkontexten zu verdeutlichen, wurde in der Lernwerkstatt
auf verschiedene Weise realisiert:
• Eine Modellierungsaufgabe bildet den Rahmen fu¨r die gesamte Lern-
werkstatt. Dies wird im Lehrerheft ausdru¨cklich empfohlen, damit
die Bedeutung und Notwendigkeit der Untersuchung von Funktionen
aufgezeigt wird und so eine Leitlinie und ein Motivationsstrang fu¨r
die Arbeit in der Lernwerkstatt geboten werden. Eine solche Mo-
dellierungsaufgabe sollte vor der Lernwerkstatt als Einstieg gewa¨hlt
sowie nach der Lernwerkstatt wieder aufgegriffen werden, um die
Lo¨sungsmo¨glichkeiten mit den gewonnenen Erkenntnissen neu zu dis-
kutieren. Dadurch gewinnt eine solche Aufgabe die Funktion ei-
ner u¨bergeordneten Rahmung, auf die nicht nur zu Beginn und
zum Schluss, sondern auch zwischendurch Bezug genommen werden
kann. Als eine mo¨gliche Aufgabe wird im Lehrerheft eine Aufga-
be zur betrieblichen Ertragsoptimierung vorgeschlagen (Seite 16 bzw.
[Barzel/Fro¨hlich/Stachniss-Carp 2003], S. 2).
• Das Vorwort im Schu¨lerheft beginnt damit, dass die Bedeutung der
mathematischen Modellierung mithilfe von Funktionen herausgestellt
wird (vgl. 3)
• In verschiedenen Aufgaben in den einzelnen Bausteinen werden explizit
Modellierungsaspekte integriert - so in Baustein A (Seite 24), Baustein
E (Seite 27), Baustein K (Seite 28) und Baustein F (Seite 38).
Durch den Bezug zur Modellierung sollen Funktionen nicht nur im Gesamt als
nu¨tzliches Hilfsmittel zur Beschreibung von Beziehungen und Vera¨nderungen
wahrgenommen werden, sondern auch einzelne spezifische Merkmale einer
Funktion in ihrer Bedeutung fu¨r Anwendungen herausgearbeitet werden.
56 5. ZUM INHALT
Dabei spielen sowohl lokale wie globale Eigenschaften von Funktionen eine
wichtige Rolle. Zu den lokalen Eigenschaften geho¨ren die Merkmale einzelner
Punkte wie zum Beispiel Nullstellen oder Extrempunkte und zu den globa-
len Eigenschaften die Fragen nach Eigenschaften in bestimmten Intervallen
oder im gesamten Definitionsbereich wie zum Beispiel A¨nderungsraten oder
Symmetrien.
Lokale Eigenschaften
Exponierte Punkte eines Funktionsgraphen mit ihren Eigenschaften zu er-
kennen und zu bestimmen ist ein wichtiges Detail-Instrument fu¨r die Mo-
dellierung eines Realkontextes. So haben zum Beispiel Nullstellen vielerlei
Bezu¨ge zu Anwendungsfragen. Die hohe Relevanz von Fragen, wann ein Ge-
winn, wann eine Geschwindigkeit, wann eine Temperatur null wird, ist leicht
einzusehen. Auch die Frage nach dem Optimum ist in vielen Bezu¨gen gut
nachvollziehbar - wann ist der Gewinn am ho¨chsten, das Auto am schnell-
sten, die Entfernung am gro¨ßten oder kleinsten. Diese Fragen bieten durch
ihre gute Nachvollziehbarkeit ein wichtiges Fundament, die mathematischen
Aspekte fu¨r Schu¨lerinnen und Schu¨ler verstehbar zu machen und damit exem-
plarisch die Bedeutung der Mathematik herauszustellen. Nicht nur die Frage
nach der Null- oder nach der Extremstelle, sondern auch die verallgemeiner-
te Fragestellung, wann bzw. bei welchem x ein bestimmter Funktionswert
erreicht wird, la¨sst sich gut an realen Kontexten verdeutlichen. Einige Bei-
spiele: Wann erreicht die Geschwindigkeit 40 km/h? Bei welchem Winkel
steht die angestellte Leiter 2m an der Wand hoch? usw. Natu¨rlich kommt
auch die umgekehrte Frage nach den Funktionswerten zu gegebenem x in
vielen Anwendungsbezu¨gen vor.
Solche Fragen und Aspekte zu lokalen Eigenschaften von Funktionen durch-
ziehen die gesamte Lernwerkstatt und sind auch Namensgeber fu¨r einzelne
Bausteine (z.B. E fu¨r Extreme, N fu¨r Nullstellen). In Baustein A (Seite 24)
sind lokale Eigenschaften integriert, wenn es darum geht, die Graphen zu
interpretieren und passende Situationen und Bewegungsabla¨ufe zuzuordnen
und nachzuvollziehen. Dabei sind einzelne markante Punkte hilfreiche An-
ker, um die Zusammenha¨nge zu erkennen. Baustein E (Seite 27) beginnt mit
einer derartigen allgemeinen Feststellung:
”
Ha¨ufig ist es wichtig zu wissen (z.B. bei Kostenfunktionen), wo in ei-
nem bestimmten Bereich Funktionswerte minimal oder maximal wer-
den.“ ([Barzel/Fro¨hlich/Stachniss-Carp 2003], S.8)
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Globale Eigenschaften
Auch fu¨r die globalen Eigenschaften finden sich Beziehungen zu realen An-
wendungen: Bei der Beschreibung von Formen, Straßenverla¨ufen und all-
gemeinen Prozessverla¨ufen. Baustein K (Seite 28) nutzt einen Funktions-
graphen als Straßenverlauf, um Schu¨lerinnen und Schu¨lern die Thematik zu
verdeutlichen und deren Relevanz aufzuzeigen. Hierbei wird insbesondere das
Problem der Kru¨mmung und Richtung einer Kurve thematisiert. Baustein S
(Seite 313) greift die wichtige Frage nach der Symmetrie auf, die bei der
mathematischen Modellierung von Formen einen wichtigen Hinweis zu einem
passenden Modell liefern kann.
5.2 Funktionsuntersuchung als mathemati-
scher Gegenstand
5.2.1 Allgemeine Gedanken
Nach Jahnke (1999) hat kein anderes mathematisches Gebiet die Entwick-
lung des neuzeitlichen wissenschaftlichen Denkens so stark beeinflusst wie das
Studium der Abha¨ngigkeiten der vera¨nderlichen Gro¨ßen. Den Begriff functio
als solchen benutzte zuerst Leibniz am Ende des 17. Jahrhunderts, um eine
Variable y zu beschreiben, die sich in Abha¨ngigkeit zu einer vera¨nderlichen
Variablen x vera¨nderte. Er beschrieb dies schon in konkreten Formeln wie
etwa y = x2, was im darauf folgenden Jahrhundert zu y = f(x) wurde. Von
Beginn an war der Begriff der Funktion mit dem zugeho¨rigen Graphen ver-
bunden als einer Menge von Punkten (x, f(x)) im kartesischen Koordinaten-
system. Im 20. Jahrhundert entwickelte sich daraus die mengentheoretische
Definition einer Funktion als die Menge G geordneter Paare
G = (x, y) ∈ A×B|x ∈ A, y ∈ B
wobei es zu jedem x ∈ A ein y ∈ B gibt, so dass (x, y) ∈ G und dass dieses
y eindeutig, d.h.: (x, y1), (x, y2) ∈ G =⇒ y1 = y2
Diese Entwicklung, so segensreich sie fu¨r die mathematische Theoriebildung
war, birgt bis heute begriﬄiche Schwierigkeiten und kognitive Konflikte fu¨r
Lernende in sich. Auch Tall (1997) betont dies und bezieht sich auf Studi-
en von Sierpinska (1992) und Sfard (1990). Sie haben nachgewiesen, dass
der eher operative Blick auf Funktionen (als Vera¨nderungen einer Gro¨ße in
Abha¨ngigkeit von einer anderen) mit einem strukturellen Blick auf Funk-
tionen (als Objekte und formale Definitionen) fu¨r Lernende oft nur schwer
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zu vereinen sind. Insbesondere birgt die mengentheoretische Definition vie-
le Probleme fu¨r den Lernprozess mit sich, die als Relikt der
”
Neuen Ma-
thematik“ seit 1960 immer noch die Definition in den Schulbu¨chern beein-
flusst. Diese Definitionen haben fu¨r Schu¨lerinnen und Schu¨ler oft wenig mit
der Untersuchung von
”
Beziehung und Vera¨nderung“ und dadurch mit ihren
Grundvorstellungen gemeinsam. So besta¨tigt zum Beispiel ein Forschungser-
gebnis von Vinner (1983) die ta¨gliche Erfahrung vieler Lehrpersonen: Auch
wenn Schu¨lerinnen und Schu¨ler die korrekte Definition einer Funktion nennen
ko¨nnen, heißt dies noch lange nicht, dass sie den Funktionsbegriff wirklich
durchdrungen haben oder gar korrekt anwenden ko¨nnen. Studierende, die
die Definition korrekt wiedergeben konnten, haben zum Beispiel Graphen
(fa¨lschlicherweise) nicht als Funktionsgraphen erkannt, da
”
sie nicht mit ei-
ner einzigen Gleichung zu beschreiben sind“. Tall (1997) verweist noch auf
weitere Studien mit a¨hnlichen Ergebnissen.
Aus solchen Gru¨nden fordern aktuell Mathematikdidaktiker, dass die grund-
legende Idee einer Funktion, wie zum Beispiel Leibniz sie beschrieben
hat, als fundamentale Idee der
”
Beziehung und Vera¨nderung“ zum Ka-
non des Mathematikunterrichts geho¨rt ([Whitehead 1962], [Heymann 1996],
[Tietze/Klika/Wolpers 1997]).
”
Fundamentale Ideen“ sind dabei Aspekte, die
sich wie rote Fa¨den (vgl. [Klika 2003], S.4) durch den schulischen Unterricht
ziehen sollten. Daran ko¨nnen sich Lernende orientieren und erhalten damit
ein Mittel zur Synopse verschiedener Themen u¨ber Jahrga¨nge hinweg. Funda-
mentale Ideen dienen neben der inhaltlichen Fachsystematik als zusa¨tzliche
vernetzende und verbindende Elemente.
”
Beziehung und Vera¨nderung“ als
fundamentale Idee trifft in der didaktischen Fundierung des Funktionsbegriffs
auf die verschiedenen Grundvorstellungen, die Malle (2000) in Anlehnung an
Vom Hofe (1995) fu¨r den Funktionsbegriff festmacht. Er schla¨gt dabei in ab-
steigender Rangfolge der Wichtigkeit die folgenden drei Grundvorstellungen
fu¨r
”
Funktion“ vor:
1. Zuordnungsvorstellung
2. Kovariationsvorstellung
3. Objektvorstellung
Malle (2000) betont insbesondere die ersten beiden Grundvorstellungen und
spricht davon, dass ein Aspektwechsel zwischen beiden Grundvorstellungen
fu¨r das Verstehen des Funktionsbegriffs unabdingbar ist. Insbesondere fu¨r
das Untersuchen von Funktionen fordert er beide Aspekte Kovariation und
Zuordnung:
5.2. FUNKTIONSUNTERSUCHUNG ALS MATHEMATISCHER GEGENSTAND59
Eine Funktion a¨hnelt einer Medaille. Nur wer beide Seiten kennt, kann
Funktionen sinnvoll untersuchen. ([Malle 2000], S.4)
Beim Aspekt der Kovariation wird das A¨nderungsverhalten betont, ist al-
so mehr dynamisch zu sehen (z.B.
”
Wie verha¨lt sich f(x) bei wachsendem/
fallendem x?“) im Gegensatz zum Zuordnungsaspekt, der eher mit einem
punktuell statischen Erfassen der Funktion verbunden ist, was sich zum Bei-
spiel in der Frage ausdru¨ckt:
”
Welches f(x) geho¨rt zu einem bestimmten x?“
Fu¨r den Unterricht besteht die Herausforderung, Schu¨lerinnen und Schu¨lern
beide Aspekte so nahe zu bringen, dass sie bei Funktionsuntersuchungen
flexibel genutzt werden ko¨nnen. Diesen Dualismus zwischen statischer und
dynamischer Wesensart sehen Gray/Tall (1994) als origina¨r fu¨r viele mathe-
matische Begriffe und haben als Synthese zwischen
”
process“ und
”
concept“
die Bezeichnung
”
procept“ eingefu¨hrt, um diese Dualita¨t zum Ausdruck zu
bringen. Tall (1997) nennt als Beispiele von
”
procepts“ neben Funktion auch
Ableitung, Integral und Grenzwert.
Der zentrale Gedanke der Analysis, der auch eine neue Qualita¨t fu¨r die Funk-
tionsuntersuchung in der Oberstufe bringt, ist die Untersuchung und theore-
tische Beschreibung des Infinitesimalen – ana´lysis (gr.: Auflo¨sung, Zergliede-
rung) also im doppelten Sinne des Wortes – als Analyse von Abha¨ngigkeiten
und als Zergliederung in immer kleiner Werdendes. Von diesem Spannungs-
feld sollte und soll auch der Analysisunterricht der Schule gepra¨gt sein – nicht
nur Beobachtung und Beschreibung der realen Welt, sondern auch sensibel
machen fu¨r die Notwendigkeiten und Details der mathematischen Theorie.
Die Diskussion um die rechte Balance zwischen elementarer und fortgeschrit-
tener Mathematik kumuliert in der Frage, wie die Idee des Grenzwertes als
Kern der Infinitesimalrechnung vermittelt werden sollte, damit das Lernen
von einem mathematischen Versta¨ndnis durchdrungen ist. Dabei lassen sich
zwei extreme Positionen ausmachen. Das ist einmal die Position, die im for-
malen Zugang den Ko¨nigsweg sieht (z.B. u¨ber eine Definition mit Hilfe von
ǫ-δ-Umgebungen); die andere Position postuliert zuna¨chst einen intuitiven
Zugang als Grundlage des Verstehens. Dieser beschra¨nkt sich auf ein in-
formelles Versta¨ndnis des Grenzwertes von
”
immer-na¨her-kommen“. Beide
Zuga¨nge haben Vor- aber auch Nachteile. Mamona-Downs (1990) hat im
Rahmen einer vergleichenden Studie an zwei Schulen (eine britische und eine
griechische) die beiden Zuga¨nge verglichen. Dabei konnte sie die Ergebnisse
vorheriger Studien besta¨tigen. Der intuitive Zugang induziert bei den Lernen-
den einzelne Vorstellungen, die mit der formalen Definition nicht zu vereinen
sind. Demgegenu¨ber fo¨rdert der formale Zugang zwar den logischen Zugang,
dafu¨r aber in geringerem Maße konzeptuelles Versta¨ndnis.
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Diese Problematik des fehlenden Zusammenklangs von formalem Vorgehen
und intuitivem Verstehen besteht nicht nur in Bezug auf den zentralen Be-
griff der Analysis, den Grenzwert, sondern durchzieht die gesamte schulische
Analysis. Besonders gilt das fu¨r die Funktionsuntersuchungen mit ihren vor-
gegebenen Kriterien und Algorithmen zur gezielten Analyse, der ha¨ufig so-
genannten
”
Kurvendiskussion“. Auch hier muss konstatiert werden, dass die
Algorithmen als Routineprozeduren mehr rezeptartig formalistisch ohne Ver-
stehen der dahinterliegenden Zusammenha¨nge angewendet werden. Auf diese
einseitige Kalku¨lorientierung weisen Borneleit/Danckwerts/Henn/Weigand
(2001) explizit in ihrer Expertise zum Mathematikunterricht in der gym-
nasialen Oberstufe hin und belegen dies mit entsprechenden Studien.
Die Bezeichnung
”
Kurvendiskussion“ ist dabei fu¨r das Untersuchen von Funk-
tionen zu eng und irrefu¨hrend: Irrefu¨hrend, da es eine Menge
”
Kurven“ gibt,
die nicht unmittelbar das Bild einer Funktion darstellen; zu eng, da die gra-
phische Darstellung einen besonderen Schwerpunkt erha¨lt, obwohl sie nur
eine und nicht die einzige Art ist, eine Funktion darzustellen und zu be-
schreiben. Diese Fokussierung auf das Graphische passt jedoch zur tradierten
und teils noch vorherrschenden Praxis, nach einer vorgegebenen Abfolge von
Schritten die mathematischen Eigenschaften einer Funktion zu ermitteln mit
dem alleinigen Ziel, den Graphen zur Funktion zu zeichnen. Es geht dabei we-
sentlich um das Meistern symbolischer Methoden zur Bestimmung markanter
Stellen (Null- Extrem-, Wendestellen) wie das Herausfinden bestimmter Ei-
genschaften (Steigungsverhalten, Symmetrien, evtl. Kru¨mmungsverhalten).
Leider fu¨hrt dieser Fokus dazu, dass Analysis von Lernenden eher als ei-
ne Ansammlung von Routinen als ein Wissenskanon angesehen wird, wie es
E.E.Moise (1984) schreibt:
For the overwhelming majority of students, the calculus is not a
body of knowledge, but a repertoire of imitative behaviour patterns.
(zitiert nach [Tall 1997], S.290)
Nimmt man das Wort
”
Funktionsuntersuchung“ jedoch im wirklichen Sin-
ne eines Studiums der Abha¨ngigkeiten der vera¨nderlichen Gro¨ßen ernst, so
braucht man als Fundament Kenntnis von Funktionen und Funktionsklassen
mit ihren besonderen Merkmalen und die Fa¨higkeit, flexibel Besonderheiten
und Muster zu erkennen und diese zu bestimmen. Dazu geho¨rt auch das Wis-
sen um die verschiedenen Darstellungsarten mit ihren Vor-und Nachteilen,
um flexibel – je nach Situation und Frage – die besonderen Charakteristika
herauszufiltern. Nur so ko¨nnen Lernende das Untersuchen von Funktionen
als das lernen, was es nach Tietze/Klika/Wolpers (1997) wirklich sein sollte:
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Es mu¨ssen Auffa¨lligkeiten wahrgenommen, Zusammenha¨nge ent-
wickelt und Methoden zu deren U¨berpru¨fung entwickelt werden.
([Tietze/Klika/Wolpers 1997], S.47)
5.2.2 Umsetzung in der Lernwerkstatt
Die Schritte der klassischen
”
Kurvendiskussion“ sind dabei keineswegs obso-
let, sondern stellen jeder fu¨r sich einen potenziell wichtigen Teil einer qua-
litativ gehaltvollen Untersuchung dar. Ziel muss es jedoch sein, dass diese
Teile gezielt im Rahmen eines Kontextes oder Problems und nicht als me-
chanische Abfolge vollzogen werden. Es geht um einen souvera¨nen Umgang
mit den einzelnen Kriterien, der aber bedingt, dass die einzelnen Algorith-
men verstanden und mit Leben gefu¨llt werden ko¨nnen. Dies ist Ziel der hier
vorgestellten Lernwerkstatt, bei der die einzelnen Bausteine sich jeweils auf
ein Kriterium von Funktionsuntersuchung beziehen. Dabei geht es einerseits
um lokale Eigenschaften im Sinne markanter Funktionsstellen wie Nullstellen,
Extremstellen, Wendestellen und zum anderen um globale Eigenschaften wie
Steigung (bzw. allgemein A¨nderung), Kru¨mmung oder Symmetrie. Im Fol-
genden werden diese Eigenschaften vor dem Hintergrund der Festlegungen in
den einzelnen Bausteinen ero¨rtert.
Beim Verfahren zur Bestimmung von Extremstellen wird die Problematik
der ha¨ufigen Unvereinbarkeit eines intuitiv-assoziativen Zugangs und eines
formal-systematischen in besonderer Weise deutlich: Das Wort
”
extrem“ wird
im normalen Sprachgebrauch ha¨ufig benutzt. Jeder verbindet damit eine Vor-
stellung – meist im Sinne u¨berma¨ßig, absolut, riesig oder winzig und das so-
wohl bezogen auf reale Gro¨ßen wie auch auf mentale Zusta¨nde. Die meisten
Definitionen in den Lehrwerken knu¨pfen an diese allgemeinen Vorstellungen
von
”
extrem“ an und sind inhaltlich-beschreibend. So findet sich zum Bei-
spiel im Lehrwerk Lambacher-Schweizer die folgende topologische Definition,
die mit den allgemeinen Vorstellungen leicht in Einklang zu bringen ist:
Definition: Die Funktion f sei auf einem Intervall I definiert.
Der Funktionswert f(x0) heißt lokales Maximum von f, wenn es eine
Umgebung U(x0) gibt, so dass fu¨r alle Werte x aus U(x0) ∩ I gilt:
f(x) ≤ f(x0)
Der Funktionswert f(x0) heißt lokales Minimum von f, wenn es eine
Umgebung U(x0) gibt, so dass fu¨r alle Werte x aus U(x0)∩ I gilt:
f(x) ≥ f(x0) ([Baum u.a. 2000], S.136)
Danach wird dann der
”
Extremwert“ als Oberbegriff fu¨r Maximum und Mini-
mum genannt. Konflikttra¨chtig wird es erst, wenn die in Deutschland ha¨ufig
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verwendeten Verfahren zur Bestimmung von Extrema ins Spiel kommen– vor
allem, wenn die
”
hinreichenden“ Bedingungen nur unzureichend durchleuch-
tet werden und die Darbietung sich zu schnell auf die fachliche Systematik
und die einfache Rezeptur beschra¨nkt. In der Gefahr, dass Lernende etwas
Unverstandenes blind u¨bernehmen, steht vor allem das folgende hinreichende
Kriterium zur Bestimmung von Extremstellen:
Satz 2 (Zweite hinreichende Bedingung fu¨r innere Extremstellen u¨ber
die zweite Ableitung f´´)
Die Funktion f sei auf einem Intervall I zweimal differenzierbar.
Gilt fu¨r eine innere Stelle x0 von I f ‘(x0) = 0 und f“(x0) < 0 dann
hat die Funktion f an der Stelle x0 ein lokales Maximum.
Gilt fu¨r eine innere Stelle x0 von I f ‘(x0) = 0 und f“(x0) > 0
dann hat die Funktion f an der Stelle x0 ein lokales Minimum.
([Baum u.a. 2000], S. 141)
Mit der Konzeption des Bausteins E (
”
Extremes“) (siehe Seite 27) soll dieses
Konfliktpotenzial reduziert werden. Die Lernenden ko¨nnen die Problematik
und Mo¨glichkeiten bei der rechnerischen Bestimmung von Extremstellen mit
eigenen Vorstellungen und Ideen verbinden und durchdringen. Aus diesem
Grund werden die Schu¨lerinnen und Schu¨ler nach einem kurzen Verweis auf
die außermathematische Bedeutung von Extremstellen aufgefordert, zu drei
gegebenen Funktionen die lokalen Extremwerte zu bestimmen, ohne dass der
Begriff
”
Extremwert“ oder
”
lokaler Extremwert“ na¨her beschrieben oder gar
definiert wird. Ausgangspunkt sind also die individuellen Ideen und Konnota-
tionen zum Begriff
”
extrem“. Dabei sind die drei Funktionen auf unterschied-
liche Weise gegeben – eine als Graph, eine als Term und eine als Tabelle, um
damit verschiedene Pra¨ferenzen von Schu¨lerinnen und Schu¨ler hinsichtlich
der mathematischen Darstellungen anzusprechen. Zum anderen bietet sich
durch dieses parallele Angebot die Chance, dass die Vorzu¨ge und Nachteile
der einzelnen Darstellungsarten reflektiert und verglichen werden. Durch das
Andeuten von Tangenten im Graphen und die Aufforderung zur Beurteilung
der Aussage
”
Ist die Tangentensteigung 0, liegt ein lokales Extremum vor!“
wird das Nachdenken u¨ber den Zusammenhang zwischen Extrempunkten
und Tangentsteigung bzw. Ableitung nahe gelegt. Daru¨ber hinaus werden
erste Schritte zur Formalisierung dadurch angeregt, dass ein rechnerisches
Verfahren zur Bestimmung lokaler Extrempunkte zu entwickeln ist. Um kei-
nem der verschiedenen Zuga¨nge und Aufgaben Vorrang einzura¨umen, wurde
eine vorgegebene Erarbeitungsfolge bewusst vermieden und Aufgaben sowie
Funktionen eher in Form einer
”
Mind map“ angeordnet (vgl. Seite 27).
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Baustein E ist eng mit den Bausteinen L (
”
Lange Leitungen“ fu¨r ho¨here
Ableitungen) und K (
”
Sanft kru¨mmt sich..“) verbunden. Dies sind die zen-
tralen Bausteine der Lernwerkstatt, denn hier geht es um die Erarbeitung der
Zusammenha¨nge zwischen Funktionen und ihren Ableitungsfunktionen sowie
um die Bestimmung markanter Punkte. Diese drei Themenschwerpunkte wa-
ren inhaltlich nicht disjunkt aufzuteilen. Die Aspekte der einzelnen der drei
Bausteine sind zum Versta¨ndnis der jeweils anderen notwendig. Diese Zusam-
menschau wird bereits in der graphischen U¨bersicht zu den mo¨glichen We-
gen durch die Lernwerkstatt am Beginn des Schu¨lermaterials (vgl. Seite 22)
durch zyklische Anordnung und Pfeilverbindung der drei Bausteine angedeu-
tet. Auch in den Bausteinen L und K wurde auf ein sequentielles Darbieten
der Aufgaben verzichtet, um die Abfolge der Bearbeitung in den Ha¨nden der
Schu¨lerinnen und Schu¨ler zu lassen. Die Anordnung der Aufgaben in einer
”
Mind map“ spiegelt auch sta¨rker als eine hierarchische Abfolge die vernetzte
Struktur der inhaltlichen Aspekte wieder. Die Vernetzung macht auch den
Grundsatz der Konzeption deutlich, die Thematik als Ganzes darzubieten,
um einen U¨berblick u¨ber das Potenzial und die Zusammenha¨nge der Einzela-
spekte zu erhalten. Am deutlichsten wird dies in einer Aufgabe aus Baustein
L. Dabei soll eine Tabelle gefu¨llt werden mit den Spalten
”
Grad der Funkti-
on“,
”
Maximale Anzahl Nullstellen“,
”
Maximale Anzahl Extremstellen“ und
”
Maximale Anzahl Wendestellen“ (vgl. Seite 26). Auch die beiden Spiele sol-
len zu einer Vernetzung der Aspekte fu¨hren. Bei
”
Was geho¨rt zusammen?“
(vgl. Seite 34) geht es darum, aus 13 Legeteilen mit jeweils einem Graphen
Sets aus Graphen zu f, f´ und f´´ zu finden. Das Reiterspiel erfordert einen
Spielplan mit einem Funktionsgraphen, auf dem mehrere Punkte markiert
sind. Durch Wu¨rfeln mit einem eigens pra¨parierten Wu¨rfel wird eine Eigen-
schaft bestimmt, zu der der na¨chstgelegene Punkt gefunden werden muss,
der dieser Eigenschaft genu¨gt (z.B. der na¨chste Punkte, fu¨r den gilt, dass
f´´(x)=0).
Bei allen Bausteinen liegt der Hauptfokus auf ganzrationalen Funktionen,
auch wenn eine Ausweitung auf alle Funktionen von der Sache her interes-
sant und naheliegend gewesen wa¨re. Vor allem ha¨tte eine solche Ausweitung
die Gefahr einer zu engen Fokussierung vermeiden helfen. Die Gru¨nde, die
letztlich doch zu dieser Festlegung gefu¨hrt haben, liegen zum einen darin, dass
der Richtlinienbezug so deutlicher umgesetzt werden kann. ZUm anderen ist
mit dieser Fokussierung auch eine gro¨ßere Akzeptanz bei der Lehrerschaft zu
erwarten. Deshalb wurde die traditionell u¨bliche Begrenzung gewa¨hlt - vor
allem, da auch davon auszugehen ist, dass die Ausweitung auf weitere Funk-
tionsklassen auf der Grundlage der hier erarbeiteten Aspekte gut mo¨glich
ist.
64 5. ZUM INHALT
5.3 Funktionsuntersuchung als kreatives und
intellektuelles Handlungsfeld
5.3.1 Allgemeine Gedanken
Es ist keine neue Erkenntnis unserer Zeit, dass Mathematik nicht nur aus
statischem Wissen besteht, sondern dass origina¨r auch das Tun, das Mathe-
matik treiben in vielfa¨ltiger Weise dazu geho¨rt. Im Unterricht geht es also
nicht nur um den Erwerb mathematischen Wissens, sondern auch darum,
damit souvera¨n und flexibel umgehen zu ko¨nnen. Vielleicht war und ist die
Lehre nur zu statisch in die Enge gekommen und hat zu wenig von der Fas-
zination und Weite des Mathematiktreibens vermittelt, so erscheint uns die
Prozessorientierung in den Formulierungen von Kompetenzen und Bildungs-
standards plo¨tzlich als vo¨llig neu. Hinter diesen neuen Pointierungen verbirgt
sich jedoch nichts anderes als die Lupe auf das, was Winter (1995) als krea-
tives, intellektuelles Handeln bezeichnet, das den Schu¨lerinnen und Schu¨lern
im Mathematikunterricht ero¨ffnet werden soll. Das Wertvolle an der Diskus-
sion um Bildungsstandards und Kompetenzen, die als Ziele des Unterrichts
formuliert werden, ist, dass das Wachsen und Werden von Mathematik neu in
den Blickpunkt der Aufmerksamkeit geru¨ckt wird. Altes Vergessene kommt
neu in Erinnerung.
So allgemein - so gut, aber was heißt das konkret? Was heißt das fu¨r die kon-
krete Unterrichtssequenz und die Unterrichtsplanung? Das rationale Erwa¨gen
und Fordern allein bewirkt noch keine Vera¨nderung des Unterrichtsstils im
Alltag. Da gilt es zuna¨chst zu kla¨ren: Was macht dieses kreative und in-
tellektuelle Handlungsfeld im Mathematikunterricht konkret aus? Mit wel-
chen Ta¨tigkeiten ko¨nnen Kompetenzen eingeu¨bt und erworben werden? Und
daru¨ber hinaus: Welcher dieser Ta¨tigkeiten im Themenbereich Funktionsun-
tersuchung sind denkbar, sinnvoll und erst recht nu¨tzlich?
Als erste Orientierung dient das, was Tietze/Klika/Wolpers (1997) fu¨r
den Themenbereich
”
Funktionsuntersuchung“ als mo¨gliches Handlungsfeld
fu¨r Schu¨lerinnen und Schu¨ler umreissen und als Kategorisierung anbieten.
Sie unterscheiden zwischen zwei Komplexita¨tsebenen fu¨r mathematische
Grundta¨tigkeiten und den zugeho¨rigen Qualifikationen:
Obere Komplexita¨tsebene:
A1 Mathematisches Modellbilden, Mathematisieren, Anwenden
A2 Rationales Argumentieren, Begru¨nden, Beweisen
A3 Kreatives Verhalten, Problemlo¨sen, heuristisches Arbeiten
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Untere Komplexita¨tsebene:
B1 Analysieren, Synthetisieren
B2 Generalisieren, Spezialisieren, Abstrahieren, Konkretisieren,
Klassifizieren
B3 Strukturieren, Analogisieren
B4 Repra¨sentieren: Enaktivieren, Ikonisieren, Verbalisieren, Forma-
lisieren
B5 U¨bersicht verschaffendes Arbeiten, u¨berschla¨giges Denken, An-
schauungsvermo¨gen
(vgl. [Tietze/Klika/Wolpers 1997], S.30)
Die obere Ebene beschreibt sehr allgemeine Ta¨tigkeiten und Qualifikationen,
die sich in vielfa¨ltiger Weise aus den Ta¨tigkeiten der unteren Ebene zusam-
men setzen. Insgesamt beansprucht ein solcher Katalog nicht den Anspruch,
eine disjunkte Einteilung zu liefern oder gar eine festgelegte Hierarchisierung
von Ta¨tigkeiten wider zu spiegeln. So kann ein
”
u¨berschla¨giges Denken“ be-
reits sehr viele kreative Elemente oder heuristische Strategien in sich bergen
und ebenso kann ein
”
Anwenden“ ein Anwenden auf einer niedrigen wie auf
einer hohen Komplexita¨tsstufe sein. Dennoch hilft eine solche Kategorisie-
rung als Orientierungsraster bei der Konzeption einer Unterrichtssequenz.
Sie regt an, Aufgabensammlungen immer wieder zu hinterfragen, inwieweit
das Gesamtarrangement reichhaltige, vielfa¨ltige Anregungen beinhaltet oder
nicht.
Fu¨r die konkrete Gestaltung von Aufgaben und Unterrichtskonzeptionen sind
beide Ebenen noch zu abstrakt und bedarf es zusa¨tzlich zur Hierarchisierung
einer Kategorisierung nach Arten der kognitiven Ta¨tigkeiten. Diese klingt
zwar hier bei der Beschreibung innerhalb der beiden Ebenen an, la¨sst sich
aber noch weiter fu¨r die Aufgabenkonstruktion konkretisieren, wenn man
die Felder der Lernstrategien zu Grunde legt. Mielke (2001) versteht un-
ter Lernstrategien alle diejenigen inneren und a¨ußeren Verhaltensweisen, mit
denen verschiedene Aspekte des Lernens wie Motivation, Aufmerksamkeit,
Informationsauswahl und -verarbeitung beeinflusst werden ko¨nnen (S.177).
Dazu geho¨ren kognitive und metakognitive Strategien. Die kognitiven Stra-
tegien werden meist unterteilt in Wiederholen, Organisieren des Lernstoffs
und Elaborieren als die drei wesentlichen Prozesse der Informationsverar-
beitung. Diese Unterteilung geht urspru¨nglich auf Atkinson/Shiffrin (1968)
zuru¨ck und wird in anderen Vero¨ffentlichungen weiter spezifiziert, zum Bei-
spiel konkretisiert Artelt (2000) das Organisieren unter anderem als Dekodie-
ren, Strukturieren, Fragen generieren, Aktivieren und Anwenden von Regeln,
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Berichtigen. Lernpsychologische Erkenntnisse im Bereich der kognitiven Stra-
tegien wurden im Bereich der Mathematikdidaktik als Basis genutzt, daraus
konkrete Folgerungen fu¨r den Unterricht zu ziehen. Hier ist zum Beispiel
Heymann (1998) zu nennen mit der Forderung nach reichhaltigem U¨ben,
Einbeziehen vielfa¨ltiger Eindru¨cke und integriertem Wiederholen.
Geht man von diesen beiden Grundlagen aus – Hierarchisierung nach Tiet-
ze/Klika/Wolpers (1997) einerseits und kognitiven Lernstrategien anderer-
seits – lassen sich fu¨r den Themenbereich Funktionsuntersuchung die folgen-
den grundlegenden kognitiven Ta¨tigkeiten spezifizieren:
• Ta¨tigkeiten des Rezipierens
• Ta¨tigkeiten des Darstellens
• Ta¨tigkeiten des Analysierens
• Ta¨tigkeiten des Reflektierens
• Ta¨tigkeiten des Kreierens
Dabei wurde die Lernstrategie
”
Wiederholen“ ausgeweitet auf diejenigen
Ta¨tigkeiten, die Vorgegebenes nutzen und zur Imitation oder einer vorgegebe-
nen Anwendung (z.B. eine bestimmte Formel nutzen) anregen. Das Darstellen
wurde wie bei Tietze/Klika/Wolpers (1997) als eigener Bereich gewa¨hlt, um
der Bedeutung des Wechselns zwischen mathematischen Darstellungsarten
als Strategie im Lo¨sungsprozess gerecht zu werden und da das Darstellen
und Transferieren in seiner Markanz nur ungenu¨gend von anderen Bereichen
beschrieben werden kann. Analysieren, Reflektieren und Kreieren tragen als
Ta¨tigkeiten sowohl organisatorische wie elaborierende Aspekte in sich. Als
eigene Bereiche wurden sie mit der Absicht gewa¨hlt, die Blickrichtung und
damit die Art und Weise der Informationsverarbeitung zu konturieren. Das
Analysieren richtet den Blick hauptsa¨chlich auf aktuell Gegebenes, das Re-
flektieren auf Vergangenes und das Kreieren ist bestimmt durch das Hervor-
bringen neuer Ideen und basiert auf kreativen Einfa¨llen, hat also den ho¨chsten
Grad an eigener Gestaltungskraft.
Auch eine solche Einteilung kann keineswegs den Anspruch einer disjunk-
ten Kategorisierung liefern. So lebt zum Beispiel ein Analysieren von einem
reflektierenden und erinnernden Blick zuru¨ck und bleibt eine Analyse ohne
kreative Einfa¨lle oft oberfla¨chlich und vordergru¨ndig. Dennoch ist eine solch
detaillierte Sicht und ein U¨berblick u¨ber die verschiedenen Arten kognitiver
Handlungen fu¨r die Konzeption und Evaluation von Lernprozessen sinnvoll.
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Gerade fu¨r die Aufgabenkonstruktion ist sie notwendig, um gezielt die un-
terschiedlichen Fertigkeiten und Strategien anzuregen und zu fo¨rdern.
Ta¨tigkeiten des Rezipierens Hier geht es um Ta¨tigkeiten, bei denen
es gilt, fremdes Gedankengut aufzunehmen und die dadurch vorgegebenen
Wege zu beschreiten. Dazu geho¨ren konvergente Aufgaben im Sinne von
Blum/Wiegand (2000), bei denen der Lo¨sungsweg und das Ergebnis ein-
deutig bestimmt oder vorgegeben sind. Berechnungen durchfu¨hren, gegebene
Formeln anwenden oder ein vorgegebenes Verfahren ausfu¨hren geho¨ren eben-
so zu diesem Bereich wie das Nachvollziehen vorgegebener Gedanken. Viele
traditionelle Aufgaben des Mathematikunterrichts – auch insbesondere die
einzelnen Schritte der klassischen Kurvendiskussion – lassen sich hierunter
subsumieren.
Ta¨tigkeiten des Darstellens
”
Das Repra¨sentieren ist eine beim Um-
gang mit Mathematik allgegenwa¨rtige Ta¨tigkeit und daher von außerordent-
licher Wichtigkeit.“ schreiben Tietze/Klika/Wolpers (1997, S. 34) und un-
terscheiden dabei als Mo¨glichkeiten des Repra¨sentierens in Anlehnung an
Bruner (1974) das Enaktivieren, Ikonisieren, Verbalisieren und Formalisie-
ren. Im Unterschied zu Bruner wurde das Verbalisieren aufgenommen. Eine
a¨hnliche Katgeorisierung wie Tietze/Klika/Wolpers (1997) nutzen Hershko-
witz/Kieran (2001) fu¨r ihre Aufgabenkonzeption im Bereich der Funktio-
nenlehre. Sie nennen die algebraisch-symbolische, tabellarisch-numerische,
graphisch-visuelle und die sprachlich-situative Darstellung, die sie plaka-
tiv und (auch fu¨r Schu¨lerinnen und Schu¨ler) einpra¨gsam mit
”
Graph –
Term – Tabelle – Wort“ ausdru¨cken. Die Auffassung vom didaktischen
Wert, verschiedene Darstellungsarten mathematischer Objekte einzubezie-
hen, wird von vielen weiteren Didaktikern geteilt (z.B. [Tall 1997]). In den
USA gibt es aufgrund dieser U¨berzeugung Schulbu¨cher, die die
”
Rule of the
three“ konzeptionell umsetzen. Gemeint ist dabei, dass bei sa¨mtlichen In-
halten und Zuga¨ngen nicht nur der analytische, sondern auch der numeri-
sche und der graphische Zugang aufgenommen wird (z.B.
”
Calculus“ von
[HughesHallett et al. 1998]).
Jede dieser Darstellungsarten hat je nach Fragestellung im inner- oder au-
ßermathematischen Kontext spezifische Vor- und Nachteile. So liefert ein
Graph zwar einen schnellen, guten U¨berblick u¨ber den prinzipiellen Verlauf
einer Funktion, gibt aber keine Detailinformationen etwa u¨ber Funktionswer-
te. Aus einer Tabelle lassen sich schnell eine Vielzahl von Funktionswerten
ablesen, aber einen U¨berblick u¨ber die Eigenschaften des Funktionsverlaufs
oder eine genauere Analyse sind nicht mo¨glich. Die sprachliche Beschrei-
bung einer Funktion bezieht sich entweder auf besondere einzelne Merkmale
oder auf Aspekte eines eventuellen inner- oder außermathematischen Kon-
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textes. Der Funktionsterm ist sicher die Darstellungsart einer Funktion, die
am meisten Information in sich vereint. Bei einem Graphen la¨sst sich zwar
eine erste qualitative Untersuchung durchfu¨hren, aber erst der Term erlaubt,
dass sa¨mtliche Werte berechnet, markante Punkte sicher bestimmt, Eigen-
schaften wie Symmetrien eindeutig erkannt und nicht zuletzt die anderen
drei Darstellungsarten ermittelt werden ko¨nnen. Das Einbeziehen und paral-
lele Erarbeiten der verschiedenen Darstellungsarten ist in zweierlei Hinsicht
von Vorteil. Zum einen sind es lernpsychologische Erwa¨gungen, nach denen
anzuraten ist, verschiedene Repra¨sentationsmustern einzubeziehen, da ver-
schiedene Personen je nach Lerntypus oder perso¨nlicher Pra¨ferenz verschie-
dene Repra¨sentationsmuster bevorzugen. Zum anderen liefert das Neben- und
Miteinander der Darstellungsarten ein flexibles und umfassendes Handwerks-
zeug, um Funktionen zu untersuchen. Insofern geho¨rt die Ta¨tigkeit des
”
Re-
pra¨sentierens“ zu einer wichtigen Aktivita¨t bei der Funktionsuntersuchung.
Die Flexibilita¨t des Wechselns zwischen den Darstellungsarten wird unter-
richtlich am besten dadurch eingefu¨hrt, dass immer wieder Aufgaben bearbei-
tet werden, die den Wechsel zwischen verschiedenen Darstellungsarten erfor-
dern. Viele traditionelle Aufgaben, die bei einem vorgegebenem Term die Be-
rechnung bestimmter Werte verlangen, gehen vom Symbolisch-Algebraischen
zum Numerisch-Tabellarischen. Ein klassischer mathematischer Beweis bleibt
im Symbolisch-Algebraischen bzw. nutzt evtl. visuell-graphische Elemente.
Eine Aufgabe, bei der zu einem Graphen ein Funktionsterm bestimmt wer-
den soll, wechselt vom Graphisch-Visuellen zum Symbolisch-Algebraischen.
Der Wechsel zwischen allen vier Darstellungsarten la¨sst sich bei der Thema-
tik Funktionsuntersuchung konsequent durchdeklinieren und ergibt jeweils
sinnvolle Aufgabenstellungen. Die Tabelle 5.2 macht dies deutlich.
Die Tabelle 5.2 zeigt, dass alleine dadurch, dass alle sinnvollen Mo¨glichkeiten
zwischen Darstellungsarten zu wechseln, einbezogen werden, eine große Auf-
gabenvielfalt erzeugt werden kann. In diesem Sinne liegt darin ein hilfreiches
Instrumentarium bei der Aufgabenentwicklung. Gleichzeitig bringt man den
Lernenden das Repra¨sentieren als Strategie na¨her, verschiedene Zuga¨nge zu
finden und die Thematik auf verschiedene Weise zu erschließen. Damit zeigt
man ihnen Wege, Mathematik auf verschiedene Weise erfahrbar zu machen.
Ta¨tigkeiten des Analysierens
Analysieren bedeutet immer zuna¨chst ein Enkodieren von Vorgegebenem,
es geht um ein Verstehen von Formeln, Texten, Tabellen oder Graphiken.
Ist das Gegebene verstanden, folgt ein Interpretieren, ein U¨bertragen hin-
sichtlich bestimmter Fragen oder Kriterien. Diese Fragen und Kriterien sind
entweder vorgegeben oder selbst gewa¨hlt. So ist zum Beispiel das Struktu-
rieren von mehreren Termen eine Ta¨tigkeit in diesem Bereich. Dabei mu¨ssen
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algebraisch- numerisch- visuell- sprachlich-
symbolisch tabellarisch graphisch situativ
algebraisch-
symbolisch
Differenzieren,
Integrieren,
Beweisen
Funktionswerte
berechnen
zu einem Term
einen Graphen
zeichnen
zu einem Term
eine passen-
de Situation
benennen
numerisch- ta-
bellarisch
zu x-,y-Tabelle
einen pas-
senden Term
aufstellen
Zusammenha¨nge
zwischen zwei
Gro¨ßen in einer
x-y-Tabelle
finden
aus einer
x-y-Tabelle
Punktkoordi-
naten ablesen
und in ein
Koordinaten-
system ein-
zeichnen
zu einer Tabel-
le eine passen-
de Situation be-
nennen
visuell- gra-
phisch
Zu einem Gra-
phen einen
Term bestim-
men
Werte aus ei-
nem Graphen
ablesen
zum Grpphen
von f´ einen
mo¨glichen Gra-
phen von f
skizzieren
zu einer Gra-
phik eine pas-
sende Situation
benennen
sprachlich-
situativ
Aufstellen eines
Terms als Mo-
dell eins Real-
kontextes
im Rahmen ei-
nes Realkontex-
tes Beispielwer-
te berechnen
einen Kontext
durch eine Gra-
phik visualisie-
ren
Umformulieren,
in eigenen Wor-
ten erkla¨ren
Tabelle 5.2: Aufgabentypen zum Wechsel der Darstellungsarten beim Thema
Funktionsuntersuchung
zuna¨chst als Grundlage des Strukturierens die Merkmale der Terme gese-
hen und verstanden werden, aufgrund dessen Kriterien aufgestellt werden
ko¨nnen. Ta¨tigkeiten in diesem Bereich haben sowohl einen rezeptiven wie
auch einen kreativen Anteil.
Ta¨tigkeiten des Reflektierens
Mit Reflexion in der Pa¨dagogik ist das Nachdenken u¨ber eine vergangene
pa¨dagogische Situation gemeint, die damit noch einmal von allen Seiten be-
leuchtet und untersucht wird, um sie besser zu verstehen und bewußt aus
ihr zu lernen. Ru¨ckschau halten bedeutet also etwas Vollzogenes noch einmal
gedanklich ablaufen zu lassen und neu zu durchdringen. Dies geschieht meist
unter einer neuen Fragestellung oder vera¨nderten Gesichtspunkten. Beispie-
le sind der Vergleich von verschiedenen Lo¨sungswegen, der Vergleich von
benutzten Darstellungsarten oder zum Beispiel ein bewusstes Verbinden ver-
schiedener Erkenntnisse.
Ta¨tigkeiten des Kreierens Die sicherlich anspruchsvollsten Aufgaben sind
solche, bei denen es gilt, sich etwas Neues auszudenken – kreativ zu sein. Doch
was heißt Kreativita¨t beim Mathematik treiben und bei welchen Aufgaben
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ist Kreativita¨t gefordert? Nimmt man zum Beispiel Problemlo¨seaufgaben
oder Beweise, die nicht sofort einsichtig und zu bewa¨ltigen sind, dann ist es
erforderlich, dass man neue Blickrichtungen auf die Aufgabe versucht und
sich dabei eventuell vorhandenes Wissen vergegenwa¨rtigt, um einer Lo¨sung
na¨her zu kommen. Diese Beweglichkeit im Denken ist gegeben, wenn man
kreativ neue Wege einschla¨gt und nicht auf einem Weg verharrt. Interessant
ist, dass genau solche Situationen fu¨r viele Mathematikerinnen und Mathe-
matiker einen hohen Reiz ausu¨ben. Es ist das Erleben, zuna¨chst mit einem
Problem nicht zu Rande zu kommen und erst nach la¨ngerem Hin und Her
des Erkundens doch eine Lo¨sungsidee entwickeln zu ko¨nnen. Eine solche Er-
fahrung macht stolz und motiviert zum Mathematik treiben. Schu¨lerinnen
und Schu¨ler, die dies erleben, gewinnen so einen Zugang zur Mathematik
- anderen bleibt jedoch eine solche Erfahrung versagt und komplexe Pro-
blemlo¨seaufgaben wirken eher frustrierend und entmutigend. Damit kann
ein Teufelskreis beginnen, da man sich immer weniger solche Aufgaben zu-
traut. Deshalb ist es wichtig, dass das kreative Umgehen mit mathemati-
schen Inhalten nicht nur an komplexen inner - oder außermathematischen
Problemlo¨seaufgaben geu¨bt wird, sondern dass die Beweglichkeit im Denken
auch in einfacheren Kontexten angeregt werden kann. Um solche Aufgaben
zu stellen, sollte man sich zuna¨chst daru¨ber im Klaren sein, welche speziel-
len Ta¨tigkeiten ein Ausdenken von neuen Aspekten erfordert. Es muss geu¨bt
werden, neue Blickrichtungen einzunehmen, Beispiele selbst zu finden. Es
sind Ta¨tigkeiten, die ein Weiterfu¨hren erfordern, eine neue, nicht vorgegebe-
ne Sicht beno¨tigen, die die Beweglichkeit im Denken auslo¨sen. Dazu geho¨ren
zum Beispiel Aufgaben, bei denen Strukturkriterien selbst zu finden sind,
bei denen in einer Fu¨lle von Beispielen Muster erkannt werden mu¨ssen, nach
denen es gilt zu ordnen, zu systematisieren und eventuell auf allgemeine Zu-
sammenha¨nge zu schließen, zu generalisieren. Auch ein Recherchieren kann
kreative Elemente beinhalten, wenn man selber Quellen suchen, eigene We-
ge beschreiten muss, um neues Wissen zu verstehen und gegebenenfalls mit
vorhandenem zu verbinden. Weitere kreative Ta¨tigkeiten sind auch das Aus-
denken von passenden Beispielen und das Ziehen von Querverbindungen zu
anderen Aspekten der Thematik.
Ein Großteil der traditionellen Aufgaben des Mathematikunterrichts lo¨sen
solche vielfa¨ltigen Ta¨tigkeiten nicht aus, da sie darin verharren, vorgegebene
Rechenwege oder Formeln zu nutzen. Grundsa¨tzlich ko¨nnen diese Aktivita¨ten
versta¨rkt werden, indem traditionelle Aufgaben fu¨r den Mathematikunter-
richt
”
geo¨ffnet“ werden. O¨ffnen der Aufgabe bedeutet dabei, die Freiheits-
grade einer Aufgabenstellung gegenu¨ber einer klassischen konvergenten Auf-
gabe zu erho¨hen. So ist zum Beispiel bei der innermathematischen Aufgabe
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”
Berechne die Ableitung mit Hilfe der Produktregel!“ sowohl das Ausgangs-
objekt, der Weg als auch das Ergebnis eindeutig bestimmt. Blum/Wiegand
(2000) nennen als prinzipielle Wege, eine konvergente Aufgabe in eine mehr
divergente zu u¨berfu¨hren, einen oder mehrere der drei Komponenten
”
An-
fangszustand,
”
Transformation“ und
”
Zielzustand“ variabel zu gestalten. Fu¨r
das Beispiel hieße das eine Umformulierung zu:
”
Leite nach der Produktregel
ab. Wa¨hle dazu passende Terme!“, wobei durch die Variabilita¨t des Aus-
gangsobjekts sowohl Anfangs- als auch Zielzustand offen werden. Bei einer
Vera¨nderung zu
”
Leite auf verschiedenen Wegen ab und vergleiche“ werden
bewusst alternative Wege einbezogen.
Bei jeglichem O¨ffnen mindestens einer dieser drei Komponenten vera¨ndert
sich die zuna¨chst eng vorgegebene Aufgabenstellung ins Kreative, da
Schu¨lerinnen und Schu¨ler sich selbst Passendes ausdenken mu¨ssen. Auch bei
sachbezogenen Problemstellungen greift diese Form des O¨ffnens. Geht es zum
Beispiel um die Modellierung der Form eines Flugzeug-Tragflu¨gels durch eine
mathematische Funktion, so kann dieses Problem in verschiedenen Varianten
gestellt werden. Bleibt es bei der lapidaren Aufforderung
”
Modelliere diese
Form“ zusammen mit der Vorgabe eines entsprechenden Bildes, so sind hier
im Sinne von Blum/Wiegand (2000) die beiden Komponenten
”
Transforma-
tion“ und
”
Zielzustand“ offen. Wird diese Aufgabenstellung jedoch durch
weitere Informationen spezifiziert - zum Beispiel zu Maßangaben oder zum
Typus der Funktion, so werden die Freiheitsgrade Weg und Ziel weiter ein-
geschra¨nkt und damit auch die Ta¨tigkeiten, die Schu¨lerinnen und Schu¨ler
dabei vollziehen mu¨ssen. Deshalb wurde versucht, die Freiheitsgrade bei den
Aufgabenstellungen innerhalb der Lernwerkstatt mo¨glichst offen zu halten.
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Kapitel 6
Theoretischer Hintergrund zum
Medium: Mo¨glichkeiten und
Grenzen des Rechnereinsatzes
im Analysis-Unterricht
Die hier untersuchte Lernwerkstatt wurde auf der Basis eines integrier-
ten Rechnereinsatzes konzipiert, das erfordert, dass den Schu¨lerinnen und
Schu¨lern ein Computeralgebrasystem oder zumindest ein Funktionenplot-
ter zur Verfu¨gung steht. Mit diesem Rechnereinsatz sind vielfa¨ltige Aspek-
te und Gedanken sowohl bei der Konzeption wie auch bei der Evaluation
der Lernwerkstatt verbunden, die in diesem Kapitel ero¨rtert werden sollen.
In einem ersten kurzen Abschnitt wird zuna¨chst gekla¨rt, was unter Com-
puteralgebra und Funktionenplotter zu verstehen ist (6.1). Daran schließt
sich ein U¨berblick an u¨ber den Stand der Entwicklung des Einsatzes von
Computeralgebra im Unterricht in den verschiedenen La¨ndern (Kapitel 6.2).
Dieser U¨berblick ist wichtig, um die anschließenden Forschungsergebnisse
einordnen zu ko¨nnen. Der Stand der Forschung im Bereich des Einsatzes
von Computeralgebra im Unterricht ist gegliedert nach drei Fragen, die die
internationale Arbeitsgruppe
”
Tools and Technologies“ bei ihrer Tagung
2005 (CERME 4, Spanien) als die grundlegenden Fragen im Zusammen-
hang mit Rechnereinsatz im Mathematikunterricht herausgestellt hat (vgl.
[Drijvers/Barzel/Maschietto/Trouche 2006]) und die fu¨r diese Lernwerkstatt
relevant sind:
• Was kennzeichnet Computeralgebra als Unterrichtsmedium in Ma-
thematik? (Kapitel 6.3)
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• Welche Bedeutung hat Computeralgebra fu¨r den Lernprozess der
Schu¨lerinnen und Schu¨ler? (Kapitel 6.4)
• Wie sieht das Lehren beim Unterrichten mit Computeralgebra aus?
(Kapitel 6.5)
6.1 Was man unter Computeralgebra ver-
steht
Unter
”
Computeralgebra“ werden alle die Programme zusammengefasst, bei
denen die Eingabe des mathematischen Objekts u¨ber einen mathematischen
Term oder eine Gleichung erfolgt. Diese eingegebenen Objekte ko¨nnen weiter
verarbeitet werden – berechnet bzw. graphisch dargestellt. Die verschiedenen
Darstellungen werden entweder in einzelnen Fenstern – wie bei Derive im
Algebra- und Grafikfenster – geo¨ffnet oder im Rahmen einer word-a¨hnlichen
Benutzeroberfla¨che als einzelne Objektfelder mit den mathematischen Dar-
stellungen erzeugt (wie z.B. bei MuPAD, Maple, TI-Interactive). Kennzeich-
nend fu¨r ein Computeralgebrasystem sind folgende Funktionalita¨ten (in An-
lehnung an [Heugl/Klinger/Lechner 1996]):
• Numerisch: Ein CAS weist Lo¨sungen exakt aus, sofern nicht explizit
eine Na¨herungslo¨sung gefordert ist. So bleibt ein Ergebnis exakt stehen
(z.B.
√
2) und wird nicht als Na¨herungswert ausgegeben.
• Symbolisch: Ein CAS lo¨st Gleichungen und Gleichungssysteme nicht
nur numerisch, sondern auch algebraisch.
• Graphisch: Ein CAS zeichnet Funktionsgraphen in verschiedenen Ko-
ordinatensystemen und Formen.
• Algorithmisch: In einem CAS sind einerseits Algorithmen implemen-
tiert (z.B. spezielle Funktionen, Prozeduren), und andererseits dient es
als Plattform, neue Algorithmen zu entwickeln bzw. zu programmieren.
Bei einem Funktionenplotter dagegen beschra¨nkt sich die Funktionalita¨t al-
leine auf den grafischen Bereich. Funktionenplotter sind nicht nur als Compu-
terprogramme verfu¨gbar, sondern mittlerweile auch auf Taschenrechnern. Ein
implementierter Funktionenplotter macht zum Beispiel einen wissenschaft-
lichen Taschenrechner zu einem sogenannten grafikfa¨higen Taschenrechner
oder Grafikrechner (kurz GTR). Bezogen auf das Numerische bleibt jedoch
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ein solcher Taschenrechner approximativ und verfu¨gt auch nicht u¨ber ei-
ne symbolisch-algebraische Verarbeitung. Allerdings sind die algorithmischen
Eigenschaften prinzipiell vergleichbar, da man auch mit einem GTR Algo-
rithmen programmieren kann und bereits eine Fu¨lle vorgegebener Funktionen
implementiert sind.
Auch ein Computeralgebrasystem ist heutzutage sowohl als Programm fu¨r
Computer (z.B. Derive, Maple, MuPAd, Mathematica, TI-Interactive) als
auch auf Taschenrechnern (oder allgemein auf
”
Handhelds“) verfu¨gbar. 1
Solche Taschenrechner werden dann als
”
Symbol-Taschenrechner“,
”
CAS-
Rechner“ oder
”
Taschencomputer“ bezeichnet werden (z.B. V-200, TI-89,
Classpad).
Bei der hier untersuchten Lernwerkstatt war die Wahl des jeweiligen Pro-
gramms oder Rechners den beteiligten Lehrpersonen entsprechend den Ge-
gebenheiten an der Schule u¨berlassen. Konkret wurden bei den beteiligten
Kursen in diesem Projekt in erster Linie der TI-92 (Vorga¨ngermodell des V-
200) und TI-89 als
”
Taschencomputer“ sowie das Computeralgebrasystem
Derive auf Laptops oder fest installierten Computern eingesetzt.
6.2 Die Entwicklung des Einsatzes von CAS
in den verschiedenen La¨ndern
Dem Technologieeinsatz im Unterricht wird eine hohe gesellschaftliche Bedeu-
tung beigemessen. Dies la¨sst sich alleine daran erkennen, wie viel Geld fu¨r die
Ausstattung der Schulen mit Computern seit dem Aufkommen des Compu-
ters als Unterrichtsmedium ausgegeben wurde. Jones/Lagrange (2004) nen-
nen zum Beispiel Zahlen fu¨r Großbritannien, die auf Angaben des
”
British
Educational Communications and Technology Agency“ (BECTa) beruhen.
Danach wurden fu¨r die Ausstattung der Schulen mit Computern zusammen
mit entsprechender Fortbildung und curricularer Entwicklungsarbeit in der
Zeit von 1998 bis 2004 insgesamt 2.65 Milliarden Euro in UK ausgegeben.
Diesem hohen Investitionsaufwand entspricht nicht der wirkliche Grad der
Nutzung dieser Technologien im Unterricht. Nach dieser Studie nutzen ca.
die Ha¨lfte (52%) der Grundschu¨ler (primary school pupils) nie oder fast nie
den Computer im Unterricht. Diese Zahl erho¨ht sich auf 67%, wenn man
1Der Begriff
”
Handheld“ wird zunehmend mehr genutzt fu¨r solche Gera¨te, die von
ihrer Gro¨ße her klein und wenig dominant sind. Dazu geho¨ren ebenso Taschenrechner wie
auch Palmtops (oder PDA - Personal Advanced Organizers), wobei bei beiden Arten die
Funktionalita¨t immer mehr in Richtung Computerausstattung wa¨chst.
76 6. ZUM RECHNEREINSATZ
die Schu¨lerinnen und Schu¨ler der Sekundarstufe I (lower secondary school,
11–14 Jahre alt) betrachtet und sogar auf 82% auf der Ebene der Sekundar-
stufe II (upper secondary school pupils, 14-16 Jahre alt). A¨hnliche Zahlen
sind auch fu¨r Deutschland anzunehmen, da laut BMBF (2005) die Relati-
on Schu¨lerinnen/Schu¨ler pro Computer in den Sekundarschulen mittlerweile
12:1 betra¨gt. Nach Lagrange/Artigue/Laborde/Trouche (2003) beruht die
Diskrepanz zwischen Ausstattung und tatsa¨chlicher Nutzung darauf, dass
immer noch große Uneinigkeit daru¨ber herrscht, welche Kriterien daru¨ber
entscheiden, ob Technologie im Unterricht zu einer Bereicherung im Lern-
prozess wird oder nicht.
Zwei unterschiedliche Wege: Direkt CAS oder erst GTR? Bei der
Suche nach diesen entscheidenden Einflussfaktoren des Rechnereinsatzes auf
das Lernen hilft zuna¨chst der Fokus auf das jeweilige Fach. Beim Blick auf
den Mathematikunterricht muss konstatiert werden, dass im Vergleich zu
anderen Fa¨chern ein Spezifikum vorliegt, da die Inhalte und Konzepte viel
sta¨rker durch den Rechnereinsatz beeinflusst werden als in anderen Fa¨chern.
Zum einen sind durch Systeme wie Funktionenplotter und Computeralge-
bra klassische Aufgabenstellungen und Unterrichtskonzepte obsolet gewor-
den (wie zum Beispiel die Kurvendiskussion in der Oberstufe). Zum anderen
sind diese Programme schon lange (Funktionenplotter seit spa¨testens 1990;
Computeralgebra seit 1995) auf Taschenrechnern verfu¨gbar, und es liegt be-
reits eine Menge an Erfahrung in der Schulpraxis – teils auch wissenschaftlich
begleitet – vor. Dabei ist die Entwicklung in den La¨ndern und der Forschungs-
stand sehr unterschiedlich. Tendenziell lassen sich zwei unterschiedliche Wege
in Bezug auf den Einsatz von Computeralgebra ausmachen. Der eine fu¨hrt
vom wissenschaftlichen Taschenrechner zum GTR und von da aus zu CAS
bzw. zu CAS-Rechnern, der andere Weg direkt vom wissenschaftlichen Ta-
schenrechner zu CAS. In den meisten La¨ndern ist der erste Weg beschritten
worden – dazu geho¨ren USA, Australien und in Europa UK, Niederlande,
alle skandinavischen La¨nder, fast alle su¨deuropa¨ischen La¨nder und die neuen
Bundesla¨nder. Mit dem zweiten Weg – vom wissenschaftlichen Rechner di-
rekt zum CAS – waren und sind Lehrpersonen in den meisten westdeutschen
Bundesla¨ndern sowie in O¨sterreich und Schweiz konfrontiert, da es in diesen
La¨ndern kaum eine Tradition mit GTR gibt.
In den genannten La¨ndern des ersten Weges ist der GTR schon seit ungefa¨hr
1990 fester Bestandteil in Theorie und Praxis des Mathematikunterrichts und
es wird u¨ber CAS auf der Grundlage dieser Erfahrungen diskutiert. Dort
gibt es mittlerweile auch eine Fu¨lle von Studien zum Einsatz von GTR. Dies
gilt auch fu¨r die ostdeutschen Bundesla¨nder, wo es schon fru¨h Schulversuche
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zum Einsatz grafikfa¨higer Taschenrechner gab. Dazu geho¨rt zum Beispiel die
Langzeitstudie in Sachsen-Anhalt von Hentschel/Pruzina (1995), die die In-
tegration eines grafikfa¨higen Taschenrechners von Klasse 9 bis zum Abitur ab
1991 untersucht haben. Solche Studien u¨ber GTR du¨rfen bei einem U¨berblick
u¨ber relevante Forschungsergebnisse zum Einsatz von CAS nicht fehlen, da
die Grafikfa¨higkeit eine wichtige Funktionalita¨t des CAS darstellt. Eine Fu¨lle
von vero¨ffentlichten Unterrichtsbeispielen zum Einsatz von CAS nutzen al-
leine die Grafikfa¨higkeit des Systems aus, wa¨ren also prinzipiell auch mit
GTR in a¨hnlicher Weise zu bearbeiten. Natu¨rlich muss ein U¨berblick u¨ber
Forschungsergebnisse zum CAS daru¨berhinaus noch Studien zu den weiter-
gehenden Funktionen eines CAS gezielt einbeziehen.
Der erste Weg vom GTR zum CAS ist eher als evolutiona¨re, schrittweise
Vera¨nderung zu bezeichnen und verlangt von den Lehrpersonen nicht die
plo¨tzliche komplette Umstellung wie beim zweiten Weg. Wird die technische
Grafikfa¨higkeit systematisch einbezogen, ist bereits ein wichtiger Schritt der
Vera¨nderung vollzogen. Klassische Aufgaben wie zum Beispiel die Kurvendis-
kussion werden u¨berflu¨ssig und mu¨ssen neu u¨berdacht werden. Dieser Schritt
ist fu¨r Lehrpersonen viel u¨berschaubarer als der Weg direkt vom wissenschaft-
lichen Rechner zur vollen Kapazita¨t eines CAS. Die Vera¨nderung kann dann
in zwei Stufen erfolgen – zuna¨chst das Einbeziehen der Grafikfa¨higkeit und
danach der algebraischen Funktionen wie der Mo¨glichkeiten des Lo¨sens von
Gleichungen, des Ableitens und des Integrierens.
Der zweite Weg, direkt vom wissenschaftlichen Taschenrechner zum CAS, ist
eher ein revolutiona¨rer Schritt, der die beiden Stufen der Herausforderung fu¨r
Lehrpersonen vereint und von daher auf einmal viel mehr an Vera¨nderung
abverlangt. Von diesem Schritt ist die Entwicklung in den meisten westdeut-
schen Bundesla¨ndern, in O¨sterreich und in der Schweiz gepra¨gt. Hier wurde
seit 1990 der Einsatz von CAS (meist Derive) zuna¨chst von einzelnen, spa¨ter
von immer mehr Lehrpersonen an den Schulen integriert. Der GTR kam dann
spa¨ter u¨ber den Umweg der Computeralgebra ins Gespra¨ch, nachdem 1996
Computeralgebra auch auf Taschenrechnern implementiert verfu¨gbar war 2.
Damit ru¨ckten neben Computern auch Taschenrechner insgesamt in den Fo-
kus der Aufmerksamkeit. Dabei nahm man nicht nur die neue Gattung der
Computeralgebra-Rechner (Taschencomputer) wahr, sondern auch die
”
bloß“
grafikfa¨higen Taschenrechner. Man erkannte, dass zwar die Mo¨glichkeiten
des GTR wegen der fehlenden symbolischen Verarbeitung algebraischer Aus-
dru¨cke gegenu¨ber den Computeralgebra-Rechnern begrenzt ist, dass aber
durch die Grafikfa¨higkeit bereits eine wichtige Funktionalita¨t gegeben ist, den
Lernprozess zu bereichern und schon alleine damit den zu starken Fokus auf
2Der TI-92 war 1996 das erste Gera¨t dieser Art
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alleiniges Kalku¨ltraining im Unterricht zu minimieren. In den letzten Jahren
ist deshalb vereinzelt (besonders in Niedersachsen und Baden-Wu¨rttemberg)
eine Hinwendung zum GTR (oft jedoch nur als Vorstufe zum CAS-Rechner)
zu beobachten vorwiegend wohl aufgrund pragmatischer Erwa¨gungen der Be-
zahlbarkeit der Gera¨te.
Die Diskussion um die Frage der Ausstattung ist noch immer in vollem Gan-
ge. Es geht nicht nur um die Frage, ob lieber bzw. zuna¨chst GTR oder lieber
bzw. direkt CAS eingesetzt werden, sondern es geht auch um die Frage, ob
Handheld oder PC-Ausstattung zu bevorzugen sind. Dabei ist die Diskussion
oft von technischen Kriterien gepra¨gt, zum Beispiel von der Frage nach der
Schnelligkeit des Rechners und der ho¨heren Auflo¨sung der Bildschirmdar-
stellung. Natu¨rlich mu¨ssen grundsa¨tzliche technische Kriterien erfu¨llt sein
und sollten die Programme bedienerfreundlich und leicht zu erlernen sein,
Kriterien wie Schnelligkeit und Bildschirmauflo¨sung mu¨ssen jedoch deutlich
hinter didaktischen Kriterien wie sta¨ndige Verfu¨gbarkeit zuru¨cktreten. Das
Bevorzugen der technisch optimalen, modernsten Lo¨sung bringt zudem Pro-
bleme mit sich, die auch bedacht werden mu¨ssen. So geho¨rt zum Beispiel die
Mo¨glichkeit des kabellosen Funkverkehrs bei modernen Laptops mittlerweile
zur Standardausstattung, ist aber fu¨r die unterrichtliche Situation vor al-
lem wa¨hrend Examina nicht unbedingt wu¨nschenswert. Bedenklich ist auch,
wenn der Wunsch nach der technisch perfekten Lo¨sung dazu fu¨hrt, dass man
lieber auf das kommende Bessere wartet (z.B. fla¨chendeckende Ausstattung
mit Laptops) und dabei u¨bersieht, was bereits mit den aktuellen bezahl-
baren Gera¨ten mo¨glich ist. So werden weitertragende Vera¨nderungen, die
zum Beispiel durch das systematische Einbeziehen von Grafikfa¨higkeit durch
GTR oder Taschencomputern mo¨glich sind, nur unno¨tig aufgeschoben. Dieses
Manko beschrieb Roger Brown, Vorsitzender des Internationalen Baccalau-
reat, New York, als er im Rahmen des 3.CAME-Symposiums 3 bedauerte,
dass es immer noch
”
La¨nder wie Deutschland, O¨sterreich und Schweiz gibt,
die noch nicht einmal einen grafikfa¨higen Taschenrechner als Standard im
Abitur haben.“
Zusammenwirken von Theorie und Praxis Die Forderung, dass di-
daktische Kriterien beim Technologieeinsatz entscheidend sein sollten, klingt
einfach, ist es aber keineswegs. Wie bereits oben erwa¨hnt, ist man sich im
Rahmen der Mathematikdidaktik noch keineswegs einig und sicher darin,
welche Faktoren zu einem erfolgreichen und sinnvollen Technologieeinsatz
fu¨hren. Es gibt zwar eine Fu¨lle von Einzelstudien, die den Einsatz von CAS
33. CAME-Symposium, Roanoke, USA, 19./20.10.2005
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empfehlen, aber es fehlt die klare Leitlinie und eine grundsa¨tzliche Konzepti-
on fu¨r den Unterricht. Darin sehen auch Jones/Lagrange (2004) den Grund,
dass die Verbreitung des Technologieeinsatzes sich nicht in dem Maße voll-
zogen hat, wie es die Einzelstudien ha¨tten wu¨nschenswert erscheinen lassen.
Die Diskussion u¨ber eine sinnvolle Integration des Rechners in den Mathe-
matikuniterricht ist national wie international in vollem Gange.
Dabei fa¨llt auf, dass in der Diskussion wie in kaum einem anderen Be-
reich der Mathematikdidaktik international Theorie und Praxis in be-
sonderer Weise miteinander verbunden sind. Dies la¨sst sich bereits an
den Teilnehmerlisten einschla¨giger Tagungen zu diesem Themenbereich er-
kennen. Der internationale Austausch fand und findet nicht – wie im
wissenschaftlichen Bereich sonst u¨blich – allein auf der Ebene der For-
schenden statt, sondern bezog und bezieht gezielt Lehrende aus der Pra-
xis mit ein. Dieser Austausch war dabei stets von hoher gegenseitiger
Wertscha¨tzung, Akzeptanz und Kooperationsbereitschaft gepra¨gt und ist
noch heute in vielen Vero¨ffentlichungen erkennbar, die eine Mischung dar-
stellen aus u¨berzeugenden Unterrichtsbeispielen und theoretischer Refle-
xion ([Weigand/Weth 2002]; [Hischer 2002]; [Heugl/Klinger/Lechner 1996];
[Hole 1998]; [Barzel/Hußmann/Leuders 2005]). Die enge Veflechtung von
Theorie und Praxis im Bereich des Rechnereinsatzes mag daran liegen, dass
die neuen Mo¨glichkeiten, die ein solches System bietet, die Suche nach neuen
Wegen auf beiden Seiten notwendig erscheinen la¨sst und man am gegensei-
tigen Austausch interessiert ist. Die enge Verflechtung liegt aber sicher auch
an einem Pha¨nomen, das am besten mit
”
spielerischer Faszination“ zu um-
schreiben ist. Der Spaß an der statischen und dynamischen Visualisierung
mathematischer Objekte, die Idee, neue Themen fu¨r den Unterricht erreich-
bar zu machen und endlich auch realistische Daten im Unterricht verwenden
zu ko¨nnen, beflu¨gelt einzelne Lehrende an Schule wie Hochschule gleicherma-
ßen. Hier trifft man sich und findet zusammen u¨ber das gemeinsame Interesse
und den gemeinsamen Spaß, Mathematik auf neue Weise treiben und dar-
stellen zu ko¨nnen. So ist zum Beispiel seit 1996 der Derive Newsletter 4 ein
Forum zum Austausch solcher Ideen. In vielen dieser Vero¨ffentlichungen ist
der Geist der spielerischen Faszination bis heute spu¨rbar.
Ein weiterer Grund, dass sich diese besondere Charakteristik des Zusam-
menwirkens von praktischen Erfahrungen und theoretischen Erwa¨gungen auf
internationaler Ebene gerade bei der Frage nach einem sinnvollen Einsatz
von Computeralgebra im Mathematikunterricht herausbilden konnte, ist si-
cherlich, dass sich von Beginn an eine Kultur des Sponsoring herausbildete.
Auf deren Grundlage wurde ein Austausch auch zwischen Praktikern u¨ber
4www.derive-europe.com/support.asp?dug
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Landesgrenzen hinweg etabliert. Die Sponsoring-Projekte wurden ermo¨glicht
durch die Initiative einzelner Personen aus verschiedenen La¨ndern, die teils
aus der Wissenschaft (Frank Demana/ Bert Waits, University of Ohio, USA),
aus beho¨rdlicher Verwaltung (Landesschulrat Helmut Heugl in O¨sterreich)
wie auch von Firmen (David Stoutemeyer, Bernhard Kutzler der Fa. Soft-
warehouse sowie Vertreter von Texas Instruments) kamen. Ziel dieser Pro-
jekte war es stets (ab 1986), eine enge Zusammenarbeit nicht nur zwischen
Theorie und Praxis, sondern auch zwischen Produktentwicklung, Theorie
und Praxis bei der Konzeption unterrichtstauglicher Software oder Rech-
ner zu praktizieren. Von dieser Interdependenz zwischen Theorie und Praxis
ist auch die Entwicklung des hier vorgestellten Forschungsprojektes getra-
gen, dessen urspru¨ngliche Idee im Rahmen des Lehrerfortbildungsprojektes
T 3 entstanden ist.
Das T 3-Projekt gibt es seit 1988 5 – zuna¨chst in USA, ab 1995 in Europa.
Durch T 3 und durch gezielte Aktivita¨ten der Firma Softwarehouse (Derive)
wurde die Teilnahme an Tagungen auf internationaler Ebene auch fu¨r schuli-
sche Lehrpersonen ermo¨glicht. Dazu geho¨ren die Symposien zu Derive 1991
und 1992 in Krems, O¨sterreich (vgl. [Bo¨hm 1992], [Heugl/Kutzler 1994]) und
die in der Folge entstandenen internationalen Tagungen zu Derive/TI-92.
In deren Folge wurden einige Vereinigungen gegru¨ndet: ACDCA (Austrian
Center for Didactics of Computer Algebra) und CAME (Computeralgebra in
Mathematics Education) sowie der Zeitschrift IJTME (International Jour-
nal for Technology in Mathematics Education, vormals: International Derive
Journal, spa¨ter: International Journal for Computeralgebra in Mathematics
Education6).
Auch Monoghan (2005) beschreibt dieses Zusammenwirken von Personen aus
Schule und Hochschule in Fragen des Einsatzes von CAS und stellt als maß-
gebliche La¨nder O¨sterreich, Frankreich, USA und UK heraus, die die Ent-
wicklung im Weiteren vorangetrieben haben. Aufgrund von Erfahrungen im
Unterricht war die u¨bereinstimmende Annahme, dass Computeralgebra das
Potenzial hat, den Unterricht von einer zu engen Kalku¨lorientierung zu be-
freien und einen weiteren Fokus im Unterricht zu ermo¨glichen, zum Beispiel
5T 3 steht fu¨r Teachers Teaching with Technology, einem Lehrerfortbildungsprojekt zu
Fragen des Technologieeinsatzes im Mathematikunterricht in vielen La¨ndern, dem jeweils
pro Land ein Sponsorvertrag zwischen Texas Instruments einerseits und einer Beho¨rde,
Universita¨t oder Fortbildungsinstitut andererseits zu Grunde liegt. In Deutschland gibt es
T 3 seit 1996 mit der Universita¨t Mu¨nster als
”
host institute“.
6Die Namensa¨nderung dieser Zeitschrift ist paradigmatisch fu¨r die Entwicklung der
Forschung in diesem Bereich, die anfangs eher einzelne Produkte bzw. Produktarten fo-
kussiert hat, sich dann aber sta¨ndig erweitert hat auf generelle didaktische Frage des
Technologieeinsatzes.
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auf Problemlo¨seprozesse (vgl. [Monoghan 2005]).
Bemerkenswert waren die Entwicklungen in den La¨ndern O¨sterreich und
Frankreich, da es in diesen beiden La¨ndern eine vereinende Struktur gab,
die einzelne Studien zu einem Gesamten zusammen wachsen ließen. Vor
allem gab es in beiden La¨ndern eine enge Kooperation zwischen Lehrern,
Forschern und zusta¨ndigen Schulbeho¨rden (z.B. Bildungsministerium) (vgl.
[Heugl/Klinger/Lechner 1996]; [Hirlimann 1996]). In O¨sterreich unterstu¨tzte
das Research Institute for Symbolic Computation (RISC) der Universita¨t
Linz um Buchberger die Aktivita¨ten und es wurde ein enger Austausch zum
Landesschulamt in Niedero¨sterreich gepflegt. Man u¨bernahm die didaktischen
Prinzipien beim Rechnereinsatz, die Buchberger bereits vorher als
”
White-
box - Blackbox - Prinzip“ und
”
Blackbox - Whitebox - Prinzip“ postuliert
hatte (vgl. [Buchberger 1989], [Drijvers 1995], [Heugl/Klinger/Lechner 1996]
und Kapitel 6.3) und erweiterte sie in spa¨teren Projekten um das
”
Modul-
Prinzip“ als zusa¨tzlichem didaktischem Prinzip des Einsatzes von CAS im
Unterricht7. In Frankreich warb das Ministerium eine Forschergruppe unter
Leitung von Miche`le Artigue an. Diese Forschergruppe sammelte zuna¨chst die
Fragen, A¨ngste und Ideen der beteiligten Lehrpersonen und nahm dies als
Basis fu¨r Forschung bezu¨glich des aktuellen CAS-Einsatzes. Die Suche nach
einem theoretischen Forschungsrahmen wurde von zwei Seiten beeinflusst:
In den Werken von Ve´rillon/Rabardel (1995) mit ihrer Theorie des
”
ergono-
mischen Zugangs“ beim Medieneinsatz (
”
ergonomic approach“ mit
”
instru-
mentation“ als zentralem Begriff) und andererseits vom anthropologischen
Zugang Chevallards mit der Idee der
”
Praxeologien“ ([Chevallard 1999], vgl.
Kapitel 6.3) beeinflusst.
In anderen La¨ndern gab es zwar punktuelle Einzelstudien, aber kein Zu-
sammenwirken von Praxis, Theorie und Administration wie in O¨sterreich
oder Frankreich oder auf einschla¨gigen Tagungen. So gab es zum Beispiel
in Deutschland Schulversuche und Modellprojekte in verschiedenen Bun-
desla¨ndern, die aber lediglich auf einer Kooperation zwischen Schulpraxis und
Schulbeho¨rde (meist u¨ber die Landesinstitute fu¨r Schule und Weiterbildung)
beruhten. Diese Projekte bauten konzeptionell auf individuellen Erfahrungen
einzelner Lehrpersonen auf und dienten in erster Linie der Entwicklung von
exemplarischen Unterrichtsmaterialien fu¨r den Einsatz von CAS. Die mei-
sten dieser Schulversuche beanspruchten weder von Seiten der Lehrpersonen
noch von Seiten der beteiligten Beho¨rden eine wissenschaftliche Begleitung
und methodologische Absicherung. Dadurch blieb die Wirkung trotz inter-
essanter Ergebnisse und teils hervorragender Unterrichtsmaterialien meist
auf das jeweilige Bundesland beschra¨nkt. Zu nennen sind hier exemplarisch:
7vgl. http://www.acdca.ac.at/projekt2/rechen/08.pdf
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NRW ([MSWF 2001]), Niedersachsen ([NLI 2001]) und Baden-Wu¨rttemberg
(Pimokl-Projekt8). Aktuell zeichnet sich in dieser Hinsicht jedoch ein Wan-
del ab. Es gibt derzeit groß angelegte Projekte wie das BLK-Projekt SINUS/
SINUS-Transfer9 bzw. regionale Projekte, die konzeptionell wissenschaftlich
begleitet und fundiert werden.10.
Insgesamt hat die Forschung im Bereich der Integration von Technologie in
den Mathematikunterricht in den letzten Jahren enorm zugenommen und
ist zu einem etablierten Bereich der mathematikdidaktischen Forschung ge-
worden. Auf allen einschla¨gigen Tagungen geho¨rt der Themenbereich seit
spa¨testens Mitte der 90er Jahre zu einem festen Bestandteil – zum Beispiel
auf den zentralen internationalen Tagungen ICME (International Conference
on Mathematics Education) und PME (Psychology of Mathematics Educa-
tion) oder speziell CAME (Computer Algebra in Mathematics Education),
Cabriworld, ICT. Auch auf den Tagungen der ERME (European Society
for Research in Mathematics Education) geho¨rt die Arbeitsgruppe
”
Tools
and Technologies“ von Beginn an (1998) als feste Gro¨ße dazu. Dabei wer-
den immer sta¨rker ganz unterschiedliche Arten von Werkzeugen einbezogen –
grafikfa¨hige Taschenrechner (GTR), unterschiedlichste Computerprogramme
wie auch spezielle medial aufbereitete Lernumgebungen – und man sucht nach
einem gemeinsamen Theorierahmen fu¨r Konzeption und Evaluation neuer
Wege im Mathematikunterricht. Lagrange/Artigue/Laborde/Trouche (2003)
haben eine Meta-Studie u¨ber den Einsatz digitaler Technologie im Unterricht
vorgelegt. Damit wollen sie einen Grundstein legen fu¨r einen
”
multidimensio-
nalen Theorie-Rahmen“, der die Sichtweise nicht nur auf einzelne Program-
me, sondern auf den Einfluss digitaler Medien fu¨r den Lern-und Lehrprozess
im Mathematikunterricht insgesamt ausweitet. Diesem O¨ffnen liegt die Er-
fahrung zugrunde, dass es viele Einflu¨sse eines Rechnereinsatzes gibt, die
unabha¨ngig von einzelnen Programmen sind.
Diese Zusammenschau auf ganz unterschiedliche technologische Produkte gab
es nicht von Anfang an. Zuna¨chst wurden in Theorie und Praxis spezifische
Produkt fokussiert (zum Beispiel: der TI-92 in Frankreich; Derive und spa¨ter
TI-92 in O¨sterreich; Maple in Baden-Wu¨rttemberg usw.). Heute werden ver-
schiedene Produkte und Produktklassen zusammengefasst zu Programmty-
pen oder Genren (wie zum Beispiel Tabellenkalkulation, Computeralgebra
und Dynamische Geometriesoftware). Diese werden als Konkretisierungen
8www.lehrer.uni-karlsruhe.de/z˜a122/mathe/mathepim1.html
9www.sinus-transfer.de
10Als exemplarisch kann hier die wissenschaftliche Begleitung solcher Studien zum Bei-
spiel in Niedersachsen, Hessen oder Rheinland-Pfalz durch Prof. Dr. Regina Bruder, Tech-
nische Universita¨t Darmstadt, gelten.
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verschiedener mathematischer Repra¨sentations- und Zugangsweisen zusam-
mengefasst und untersucht.
6.3 Was kennzeichnet Computeralgebra als
Unterrichtsmedium in Mathematik?
Kriterien zur Klassifizierung und Beurteilung digitaler Medien
im Mathematikunterricht Unter digitalen Medien im Mathematikun-
terricht la¨sst sich ein weites Spektrum fassen, das von allgemeinen Medien
wie Pra¨sentationssoftware u¨ber spezifische Mathematikprogramme bis hin zu
eng gefu¨hrten Lernumgebungen im Internet reicht. Besonders im Bereich eng
gefu¨hrter Lernumgebungen gibt es Angebote, die als programmierte Unter-
weisung zu bezeichnen und fu¨r den unterrichtlichen Einsatz abzulehnen sind.
Aber wo liegt die Grenze, welche Medien fu¨r den unterrichtlichen Einsatz
als sinnvoll zu erachten sind und welche nicht? Welche Kriterien muss ein
Medium notwendig erfu¨llen, um als unterrichtstauglich zu gelten? Welche
verschiedenen digitalen Medien gibt es, die fu¨r den Mathematikunterricht
relevant sind und den Lernprozess sinnvoll unterstu¨tzen ko¨nnen? Solche Fra-
gen stellen sich nicht nur einzelne Lehrpersonen bei der ta¨glichen Unter-
richtsplanung und waren auch bei der Planung der hier untersuchten Un-
terrichtssequenz von Bedeutung, sondern werden auch von Forschenden sehr
divergent diskutiert und mit sehr unterschiedlichen Schwerpunktsetzungen
beantwortet. Das liegt an den Schwierigkeiten der Klassifizierung, die sich an
ganz unterschiedlichen Kriterien orientiert. So wurden im Rahmen der Dis-
kussion einer Forschergruppe verschiedene Mo¨glichkeiten zur Strukturierung
([Drijvers/Barzel/Maschietto/Trouche 2006]) vorgeschlagen, darunter:
• Universell einsetzbar versus speziell einsetzbar
• Nutzer-Steuerung versus Medien-Steuerung
• Expressiv versus explorativ
Universell einsetzbar versus speziell einsetzbar Hierbei ist der
Einsatzbereich des Mediums strukturgebend. Ist die Funktionalita¨t des
jeweiligen Mediums auf wenige Funktionen beschra¨nkt oder universell
in mehreren Bereichen einsetzbar? So ist zum Beispiel Computeralge-
bra ein universelles Medium. Man kann es fu¨r mehrere mathematische
Bereiche (z.B. fu¨r Analysis wie fu¨r Lineare Algebra oder Stochastik)
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einsetzen. Genauso kann man es fu¨r verschiedene Aktionen benutzen
(z.B. sowohl geeignet zum Berechnen, Lo¨sen von Gleichungen wie Zeich-
nen von Graphen).
Ha¨ufig werden universelle Programme als Werkzeuge bezeichnet und
dagegen andere, die mit einem klaren inhaltlichen Ziel verbunden sind,
als Lernumgebungen:
Lernumgebungen (im weiten Sinne) sind im Grunde alles,
was den Lernenden von außen instruiert. Dazu geho¨ren Inhal-
te, Ziele, Kommunikationsformen u. a., die durch die Lehrper-
son oder die Lernenden vorstrukturiert bzw. festgelegt sind und
die den Rahmen bieten fu¨r die Lernprozesse der Einzelnen oder
der Gruppe. Werkzeuge sind dagegen (in Grenzen) universell
einsetzbare Hilfsmittel zur Bearbeitung einer breiten Klasse von
Problemen, wie etwa Textverarbeitungs- oder Computer-Algebra-
Systeme. ([Barzel/Hußmann/Leuders 2005], S.30)
Diese Kategorisierung erlaubt einen ersten Hinweis zur didaktischen
Bewertung. Werkzeuge wie Computeralgebra, Tabellenkalkulation oder
Geometriesoftware, die den Unterricht u¨ber mehrere Schuljahre beglei-
ten, ko¨nnen eine nachhaltigere Bedeutung entfalten als punktuelle Ler-
numgebungen, deren Einsatz auf einzelne Unterrichtsstunden oder -
sequenzen beschra¨nkt ist. Dabei kommt es sehr darauf an, in welcher
Weise der Rechner im Unterricht integriert wird. Steht Lernenden ein
solches Werkzeug als reines Werkzeug sta¨ndig zur Verfu¨gung, ist dies
deutlich davon zu unterscheiden, wenn es nur hin und wieder und in
pra¨parierter Weise dargeboten wird. Wenn zum Beispiel die Lehrper-
son mit diesem Werkzeug ein mehr oder weniger eng gefu¨hrtes Ar-
beitsblatt vorbereitet, dann wird der Rechner oder das Programm in
dieser Situation zur Lernumgebung. Dies mag sinnvoll und gut sein, ist
aber deutlich zu unterscheiden von den Vera¨nderungen, die ein sta¨ndig
verfu¨gbares Werkzeug bedeutet. Werkzeuge in Reinform und ohne vor-
herige Gestaltung stehen nicht in der Gefahr, zur programmierten Un-
terweisung zu degradieren. Denn konzeptionell sind sie so angelegt, dass
der Nutzer mathematische Objekte eingeben muss und selbst daru¨ber
entscheidet, welche Operationen mit diesen Objekten vollzogen werden
sollen. Bedeutet die sta¨ndige Verfu¨gbarkeit digitaler Werkzeuge, dass
Lernende selbst entscheiden ko¨nnen, welches Werkzeug sie zu welchem
Zweck wann und wie einsetzen, entwickeln sie einen eigenverantwort-
lichen Umgang damit und ko¨nnen sie in ihren jeweiligen Lernprozess
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passend integrieren. Dazu mu¨ssen sie aber die Werkzeuge in ihrer
”
Re-
inform“ und kompletten Funktionalita¨t kennen lernen. Ein solcher Weg
ero¨ffnet Lernenden im Sinne von Baacke das Entwickeln von Medien-
kompetenz, die die vier Bereiche Medienkunde, Mediennutzung, Me-
dienkritik und Mediengestaltung umfasst ([Baacke 1996]). Bezogen auf
den Mathematikunterricht heißt das, dass Schu¨lerinnen und Schu¨ler
mit den enstprechenden Werkzeuge nicht nur umgehen und sie nut-
zen ko¨nnen, sondern dass sie auch eine kritische Sicht entwickeln und
die Medien passend zu eigenen Wegen und Vorlieben gestalten ko¨nnen.
Kritische Sicht impliziert auch das Wissen um die besonderen Spezi-
fika des einzelnen Mediums. Damit wa¨chst die Fa¨higkeit zu entschei-
den, wann welches Programm oder wann welche Funktionalita¨t hilfreich
ist. Deshalb haben digitale Werkzeuge wie Tabellenkalkulation, Com-
puteralgebra und Geometriesoftware gegenu¨ber Lernumgebungen aus
didaktischer Sicht eine herausragende Bedeutung.
Nutzer-Steuerung versus Medien-Steuerung Dieses Kriterium
zur Klassifizierung digitaler Medien bezieht sich auf die innere Struktur
des Mediums in Abha¨ngigkeit von den Intentionen und Zielen, die der
Designer mit diesem Medium verbindet. Computeralgebra ist ein Medi-
um, bei dem der Nutzer daru¨ber entscheidet, was mit dem Programm
vollzogen werden soll. Dagegen ist eine eng gefu¨hrte Lernumgebung
medien-gesteuert, da sie dem Nutzenden jeden Schritt der Handlung
vorschreibt. In Drijvers/Barzel/Maschietto/Trouche (2006) wird das
Ergebnis einer gemeinsamen Festlegung konstatiert, dass Unterrichts-
medien in erster Linie nutzer-gesteuert sein sollten, damit die Verant-
wortung fu¨r die am Rechner vollzogenen Handlungen im Rahmen des
Lernprozesses in der Hand des Nutzenden bleibt.
Expressiv versus explorativ Hier sind die kognitiven Ta¨tigkeiten
strukturgebend. Ein Medium ist
”
expressiv“ (vgl. [Noss/Hoyles 1996]),
wenn es als Mittel dient, die eigenen mathematischen Ideen auszu-
dru¨cken. Dagegen wird ein Medium als
”
explorativ“ bezeichnet, wenn
es eine Umgebung darstellt, um bestimmte mathematische Struktu-
ren und Beziehungen zu erkunden. Zur Klassifizierung von Medien als
reine Artefakte nutzt diese Klassifizierung sicher wenig. Viele Medien
unterstu¨tzen sowohl exploratives Arbeiten wie auch expressives. Je-
doch hilft die Unterscheidung bei der Untersuchung der Lernprozesse
und der Schu¨lerta¨tigkeiten, die bei der Integration von Medien ablau-
fen und vor allem dabei, den Einfluss der Medien zu untersuchen. Zum
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anderen dient diese Ebene zur Besta¨tigung des Mediums Computeral-
gebra, da Computeralgebra zu den Medien geho¨rt, die expressive wie
auch explorative Ta¨tigkeiten unterstu¨tzen.
Solche Kriterien dienen nicht nur der Klassifizierung sondern auch als Grund-
lage fu¨r die Beurteilung, ob ein Medium u¨berhaupt als Unterrichtsmedien ge-
eignet ist oder nicht. Neben der Benutzerfreundlichkeit und der Forderung,
dass die Rechnersprache sich mo¨glichst an der mathematischen Fachsprache
orientieren sollte, um Irritationen und zusa¨tzliche Konflikte fu¨r die Lernen-
den zu vermeiden, nennt die zitierte Autorengruppe in Drijvers u.a. (2006)
als wichtigstes Kriterium:
As a first and important criterion for tools for mathematics edu-
cation, it is pointed out that a tool should not take away responsibi-
lity from its users. A black-box like tool may not foster the critical
attitude that is important in mathematics. However, powerful tools
will inevitably confront students with features they do not know yet.
We strive for black boxes to become transparent as much as possible
and for tool use that has the character of student-machine interaction.
([Drijvers/Barzel/Maschietto/Trouche 2006], S.9)
Mit diesem Kriterium ist eine klare Positionierung verbunden, dass zum
Beispiel Medien der programmierten Unterweisung im Unterricht keinen
Raum gewinnen sollten. Ein grundsa¨tzliches Ablehnen jeglicher Lern- und
U¨besoftware ist damit nicht verbunden, sofern die Verantwortlichkeit des
Nutzenden gesichert bleibt und das Gesamtarrangement des Unterrichts dem
Lernenden genu¨gend Wege fu¨r einen eigensta¨ndigen Lernprozess ero¨ffnet. Fu¨r
eine na¨here Analyse digitaler Lernumgebungen sei auf Pallack (2003) verwie-
sen.
Aus den dargestellten Gru¨nden wurde fu¨r die hier untersuchte Unterrichtsse-
quenz die Entscheidung fu¨r die Integration von Computeralgebra getroffen.
Im gu¨nstigsten Fall steht den Schu¨lerinnen und Schu¨lern die Computeral-
gebra nicht nur im Unterricht sondern auch zwischendurch und zu Hause
zur Verfu¨gung – ein Kriterium, das Handheldgera¨te erfu¨llen. Solche Mini-
Computer sind auch von ihrer a¨ußeren Gro¨ße klein genug, dass sie auch
alleine a¨ußerlich nicht zu dominant werden ko¨nnen, sondern das bleiben, was
sie sind – ein Werkzeug, das zwischendurch im Lernprozess genutzen werden
kann.
Wozu dient Computeralgebra im Unterricht? Computeralgebra ist
in dem Sinne expressiv, dass sie dazu genutzt werden kann, Mathematik
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auf die je eigene individuelle Weise auszudru¨cken. Das impliziert, dass die
Art und Weise der Nutzung von Lernenden stark differieren kann. Dennoch
lassen sich bestimmte Handlungen ausmachen, die ein CAS grundsa¨tzlich
auslo¨sen kann bzw. die ein CAS grundsa¨tzlich unterstu¨tzt. Dies wird in vie-
len Vero¨ffentlichungen hervorgehoben. So sehen Tietze/Klika/Wolpers (1997,
S.45) den Rechner als:
• Medium zur Darstellung, Demonstration und Veranschauli-
chung mathematischer Pha¨nomene wie Kurven, Funktionen,
Raumkurven, Fla¨chen, Verteilungen;
• Werkzeug zur Einu¨bung gewisser Techniken und Fertigkei-
ten, zur Unterstu¨tzung des Versta¨ndnisses mathematischer
Verfahren und Begriffe und zur Verringerung des Rechen-
aufwandes bei Beispielen und des Aufwandes bei Termum-
formungen;
• Tutor, als Hilfsmittel fu¨r spezielle Lernprozesse;
• Entdecker, als Hilfe beim Entdecken mathematischer Zusam-
menha¨nge im Sinne eines experimentellen Unterichts, beim
Entwickeln und U¨berpru¨fen von Hypothesen.
Eine a¨hnliche Klassifizierung legt Hußmann (2002) seinen Studien zum Kon-
struktivistischen Lernen an Intentionalen Problemen zugrunde, reduziert sie
letztlich auf die Unterscheidung zwischen Rechner als Tutor und Werkzeug.
Mit dieser Festlegung klingt bereits die Klassifizierung in Werkzeug und Ler-
numgebung an (vgl. Seite 84). Hußmann sieht in engem Zusammenhang dazu
die Unterscheidung zwischen
”
singula¨r“ und
”
regula¨r“, wobei er eine große
Na¨he zwischen singula¨rer Funktion und Werkzeugfunktion sieht: 11
Der singula¨re Aspekt betrifft die Lernende als Agens, so dass der
Computer ihr zum Aufbereiten, Ordnen, Klassifizieren und Darstel-
len von singula¨rem Wissen dient, wa¨hrend die regula¨re Perspektive die
Pra¨sentation und das Vermittlungsangebot von regula¨rem Wissen und
Datenmaterial an die Lernende beinhaltet. ([Hußmann 2002], S.30)
Hußmann sieht in dieser Unterscheidung die einzige Mo¨glichkeit, eine dis-
junkte Einteilung der Computerfunktionalita¨t zu erreichen:
11Dabei bezieht sich
”
singula¨r“ auf die individuellen Wege, Erfahrungen und Wissens-
netze und
”
regula¨r“ auf das konsolidierte Fachwissen der Mathematik, wie es sich u¨ber
Jahre hinweg entwickelt hat.
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Eine disjunkte Einteilung der Computerfunktionen stellt erst die Dis-
parita¨t von singula¨rer und regula¨rer Funktion bereit. ([Hußmann 2002],
S.31)
Diese Unterscheidung fokussiert die Frage, welche Ta¨tigkeiten an und mit
dem Rechner vollzogen werden. Sind es Ta¨tigkeiten im Dienst des eigenen
Lernprozesses oder solche, die vom Regula¨ren bestimmt sind und die es nach-
zuvollziehen gilt. Das Unterrichtsmaterial im Rahmen des hier vorgestellten
MUKI-Projekts ist von eben diesem Spannungsfeld bestimmt – einerseits
soll dem Lernenden genu¨gend Freiraum gewa¨hrt werden, den eigenen Lern-
prozess zu gestalten und zu vollziehen. Andererseits geht es um das Lernen
von Inhalten aus der Welt des Regula¨ren. Insofern ist auch der Rechnerein-
satz konzeptionell sowohl singula¨r wie regula¨r gedacht und das in fast allen
Bausteinen. So ist zum Beispiel die Aufgabe, ein vorgegebenes Rechnerbild
mit Hilfe von Funktionstermen auf dem eigenen Rechner zu erzeugen, eher
dem Regula¨ren zuzuordnen (z.B. in Baustein N, Seite 30). Eine Aufgabe wie
in Baustein L (Seite 26), bei der Zusammenha¨nge zwischen den Graphen
zu einer Funktion und deren Ableitungsfunktionen tabellarisch festgehalten
werden sollen, ist dagegen eher vom Singula¨ren bestimmt.
Fu¨r Konzeption und Evaluation des Materials im Rahmen von MUKI ist es
hilfreich, die Aufteilungen der Rechnerfunktionen hinsichtlich der damit ver-
bundenen kognitiven Ta¨tigkeiten weiter zu spezifizieren. Eine U¨bersicht u¨ber
die mo¨glichen Handlungen in Verbindung mit dem Rechnereinsatz kann bei
der Konzeption von Unterrichtsmaterial helfen, weitere Ideen zu generieren.
Zugleich dient dies der U¨berpru¨fung, inwiefern eine Vielfalt bereits erreicht
ist. Bereits bei Tietze/Klika/Wolpers (1997) klingen die mit den jeweiligen
Rechnerfunktionen verknu¨pften Handlungen unmittelbar an - es geht um das
Darstellen, Visualisieren, Rechnen, Entdecken und U¨berpru¨fen.
A¨hnliche Handlungen wurden auch von Doerr/Zangor (2000) genannt. Im
Rahmen ihrer interpretativen Studie haben sie aufgrund von Unterrichtsbe-
obachtungen die folgenden sechs Funktionen ausgemacht haben, die sie nicht
als disjunkt, eher als u¨berlappend bezeichnen. Danach wird der Rechner ein-
gesetzt:
• zum Berechnen
• zum Transferieren (Wechseln der Darstellungsform)
• zur Datenerfassung
• zum Untersuchen und Entdecken
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• zum Visualisieren
• zum U¨berpru¨fen
Auffallend in dieser Liste im Vergleich zu den vorher genannten U¨bersichten
ist, dass hier der Aspekt des
”
Transferierens“ als eigene Funktionalita¨t her-
vorgehoben wird. Das Transferieren von einer in eine andere Darstellungs-
form wird als ein Charakteristikum insbesondere von Computeralgebra gese-
hen, da neben der symbolischen Darstellung auch die numerisch-tabellarische
und die grafisch-visuelle verfu¨gbar sind. Dadurch ergibt sich die Mo¨glichkeit,
Interdependenzen zwischen Term, Graph und Tabelle zum Beispiel hin-
sichtlich der Bedeutung von Parametern auf neue Weise zu untersuchen.
Heugl/Klinger/Lechner (1996) haben dieses Charakteristikum von Compu-
teralgebra unter dem Begriff
”
Window-Shuttle-Prinzip“ zusammengefasst.
Auch die hier untersuchte Lernwerkstatt verfolgt das Ziel, dass Schu¨lerinnen
und Schu¨ler Flexibilita¨t im Umgang mit den verschiedenen Repra¨sentationen
gewinnen ko¨nnen. Dazu sollen sie sowohl die Vor- als auch die Nachteile der
einzelnen Repra¨sentationsformen erkunden und erkennen, um sie in einem
na¨chsten Schritt gema¨ß der jeweiligen Aufgabe bzw. passend zum eigenen
Lo¨sungsweg wa¨hlen zu ko¨nnen.
Hischer (2002) und auch Hußmann (2002) nennen noch einen weiteren wich-
tigen Aspekt des Rechnereinsatzes, der hier seiner Bedeutung willen genannt
wird, auch wenn er im Rahmen der Lernwerkstatt nur am Rande genutzt
wird. Es ist der Gedanke, dass das Medium selbst (z.B. CAS) zum Objekt
des Unterrichts werden kann, um zum Beispiel die Grenzen des Rechners
verstehbar zu machen und daran exemplarisch mathematisches Versta¨ndnis
zu schulen. Hischer nutzt die Grenzen des Rechners im Algebraischen wie im
Grafischen didaktisch und wirkt damit auch der Gefahr einer blinden Rech-
nergla¨ubigkeit entgegen (z.B. Aliaising-Effekte, wozu auch Lambert (2005)
eine konkrete Unterrichtsreihe vorstellt).
In der hier vorgestellten Lernwerkstatt wurden bewusst Aufgaben einbezo-
gen, den Rechner auf unterschiedliche Weise zu nutzen und durch gezielte
Aufgabenstellungen vielfa¨ltige Handlungen anzuregen. Dabei boten die oben
genannten Listen ein gutes Spektrum zur Orientierung. Einen U¨berblick u¨ber
einige zentrale Aufgaben in den einzelnen Bausteinen in Bezug zur Rolle der
Technologie gibt Tabelle 6.1.
Neben diesen bewusst angeregten Handlungen sind weitere im Zusammen-
hang mit dem Rechner denkbar. Dazu geho¨rt zum Beispiel das Berechnen
einzelner oder mehrerer Werte oder das Betrachten von Graphen, um wei-
tere Schlu¨sse zu ziehen oder Ideen und Vermutungen zu u¨berpru¨fen. Viele
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einzelne Aufgaben im Rahmen der Bausteine induzieren solche
”
informellen“
Handlungen am Rechner, ohne dass sie gezielt gefragt werden. So gibt es bei
den einzelnen Bausteinen U¨bungsaufgaben (z.B. zur Bestimmung exponierter
Punkte im Graphen), bei denen der Rechner in verschiedener Weise – je nach
Art und Weise des individuellen Zugangs des Lernenden – zum Berechnen,
Visualisieren und U¨berpru¨fen eingesetzt werden kann.
Aufgabe (Kurzfassung) Baustein Rolle des CAS
Aufgrund von frei zu generierenden Ableitungster-
men auf eine allgemeine Regel schließen
W Untersuchen/ Ent-
decken
Graphen von Bewegungsabla¨ufen generieren und
vorgebene Graphen durch einen aufgezeichneten Be-
wegungsablauf erzeugen
A Daten erfassen;
Untersuchen/
Entdecken
Zusammenha¨nge zwischen frei zu generierenden Gra-
phen von Funktionen und ihren Ableitungen erken-
nen
L, K Untersuchen/ Ent-
decken
U¨berpru¨fen eines selbst erzeugten Verfahrens zur Be-
stimmung von lokalen Extrema
E U¨berpru¨fen
Graphen auf Symmetrie untersuchen und klassifizie-
ren
S Untersuchen/ Ent-
decken; Visualisie-
ren
Untersuchung von Funktionen, die durch einen Term,
durch einen Graph und durch eine Tabelle vorgege-
ben sind; Vergleich der drei Wege bzw. Darstellungs-
arten
G U¨bertragen
Bestimmen von Funktionen an Hand von sachbezo-
genen Aufgaben
F Berechnen; Visuali-
sieren
Tabelle 6.1: Die Rolle des CAS bei den einzelnen Aufgaben
Eine Liste der Einsatzmo¨glichkeiten von CAS wie zum Beispiel die oben
genannte nach Doerr/Zangor (2000) beschreibt in pra¨gnanter Weise das Po-
tenzial, das mit dem Einsatz von CAS verbunden ist. Insofern dient eine
solche Liste nicht nur als ein Leitfaden bei der Aufgabenkonzeption eines Ler-
narrangements, sondern gleichzeitig als strukturgebend, um daran die For-
schungsergebnisse entlang einer solchen Liste zu explizieren. Dies ist Inhalt
des folgenden Kapitels.
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6.4 Welche besondere Bedeutung hat Com-
puteralgebra fu¨r den Lernprozess der
Schu¨lerinnen und Schu¨ler?
Wie bereits im Kapitel 6.2 ausgefu¨hrt, ist es ratsam, bei einem U¨berblick u¨ber
relevante Studien zum Einsatz von CAS im Mathematikunterricht auch Stu-
dien zum GTR einzubeziehen, da die Grafikfa¨higkeit eine wichtige Kompo-
nente der CAS darstellt. Deshalb werden zuna¨chst die wichtigsten Ergebnisse
von Studien zu GTR dargestellt (Kapitel 6.4.1). Natu¨rlich darf ein U¨berblick
u¨ber CAS nicht auf dieser Stufe stehen bleiben, da durch die algebraische
Funktionalita¨t eines CAS die Komplexita¨t gegenu¨ber GTR wesentlich ho¨her
ist (Kapitel 6.4.2). Und gerade zu solch komplexen Systemen wie Compu-
teralgebra mangelt es noch an Erkenntnissen, was wirklich im Lernprozess
geschieht, wenn solche Systeme im Unterricht eingefu¨hrt und genutzt wer-
den. In der Komplexita¨t, die fu¨r Lehrpersonen oft unvorhergesehene Schwie-
rigkeiten induziert, sehen Lagrange/Artigue/Laborde/Trouche (2003) auch
die Ursache dafu¨r, dass die Verbreitung von CAS im Unterricht trotz der
vielen positiven Ergebnisse von Studien und trotz der immensen Hardware-
Ausstattungen nur zo¨gerlich vorangeht. Trotz der fehlenden Erkenntnisse im
Umfassenden gibt es eine Fu¨lle von Studien zu Einzelaspekten, auf die im
Kapitel zu CAS (6.4.2) eingegangen wird.
6.4.1 Ergebnisse zum Einfluss von GTR auf das Ler-
nen
Die Schnittmenge zwischen grafikfa¨higem Taschenrechner (GTR) und Com-
puteralgebrasystem (CAS) besteht in erster Linie in der Mo¨glichkeit, Gra-
phen von Funktionen in verschiedenen Darstellungen und Koordinatensy-
stemen zeichnen zu lassen – auch
”
Funktionenplot“ genannt. Dabei ist ins-
besondere die oft sehr pixelhafte Grafik in der Bildschirmdarstellung eines
Taschenrechners kritisiert worden. Aber diese bereitet – bezogen auf einen
Großteil der
”
gutartigen“ Funktionen aus der Schulmathematik – in der qua-
litativen Untersuchung im Lernprozess meist keine Probleme.
Nimmt man die einschla¨gige Literatur als Grundlage12, so lassen sich eini-
12Dazu geho¨ren neben den seit 1990 vero¨ffentlichten Bu¨chern auch Tagungsba¨nde, Zeit-
schriften wie ZDM, JMD, International Journal for Technology in Mathematics Education,
Journal for Research in Mathematics Education, Journal of Computers in Mathematics
and Science Teaching auch spezielle Berichte und Meta-Studien wie der Bericht u¨ber For-
schung und Ergebnisse bzgl. Handheld-Technologien im Unterricht ([Burrill 2002]).
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ge markante Ergebnisse des Einflusses der Technologie auf das Lernen her-
ausstellen. Bei der folgenden Auflistung von Ergebnissen wurden nur sol-
che Berichte von empirischen Studien einbezogen, die vor Vero¨ffentlichung
eine doppelte Begutachtung durchlaufen haben. Bei den einzelnen Studi-
en wurden unterschiedliche Forschungsmethoden genutzt, es kommen sowohl
qualitativ-interpretative Ansa¨tze vor als auch quantitative. Die Auflistung
der Ergebnisse folgt – soweit mo¨glich – entlang der oben genannten Liste der
Einsatzmo¨glichkeiten eines CAS nach Doerr/Zangor (2000). Dabei wird je-
doch das Visualisieren unter
”
Wechsel der Darstellungsform“ untergeordnet,
da das Visualisieren den Transfer zur grafischen Repra¨sentation darstellt. Die
”
Datenerfassung“ taucht nicht als expliziter Punkt auf, da keine Forschungs-
ergebnisse dazu zur Verfu¨gung standen und dies auch fu¨r diese Arbeit nicht
relevant ist.
Durch den Einsatz von GTR ko¨nnen realistische Daten sta¨rker einbe-
zogen werden, da Berechnungen an den Rechner abgetreten werden ko¨nnen
und so ein mehrmaliges Durchlaufen eines Modellierungskreislaufs denkbar
ist. Durch die Schwerpunktverlagerung vom numerischen Rechnen auf das In-
terpretieren und Validieren beim Modellieren wird eine kritische Reflexion
von numerischen Lo¨sungen nahe gelegt. ([Drijvers/Doormann 1996])
Der GTR regt bei Schu¨lerinnen und Schu¨lern explorative Ta¨tigkeiten an.
Dies wird nicht nur als Erfahrung von vielen Praktikern formuliert, sondern
findet sich auch als Ergebnis in verschiedenen Studien. Drijvers/Doormann
(1996) haben dies aufgrund einer interpretativen Studie herausgestellt und
Hentschel/Pruzina (1995) formulieren dies als ein zentrales Ergebnis ihrer
Langzeitstudie, auf die weiter unten noch na¨her eingegangen wird.
Durch den Einsatz von GTR ist ein schnelleres U¨berpru¨fen von Rechnun-
gen und Vermutungen im Numerischen und Grafischen mo¨glich und Lernende
erhalten in diesem Sinne ein direktes Feedback ihrer U¨berlegungen. Dies
betonen Drijvers/Doormann (1996) und Hennessy/Fung/Scanlon (2001).
Das
”
Wechseln der Darstellungsform“ ist sicherlich einer der markantesten
didaktischen Aspekte, die mit dem Rechnereinsatz verbunden ist. Hars-
kamp/Suhre/van Streun (1998 und 2000) sehen diesen Aspekt im Zusammen-
hang mit einem gro¨ßeren Repertoire an Lo¨sungsmethoden von Schu¨lerinnen
und Schu¨lern. Aufgrund einer groß angelegten, vergleichenden Studie kon-
statieren sie, dass durch den Einsatz von GTR das Einbeziehen einer
Lo¨sungsvielfalt und der Wechsel der Darstellungsarten unterstu¨tzt
wird.
Bei diesen Vergleichsstudien wurden die Lo¨sungsstrategien von Schu¨lerinnen
und Schu¨lern in 12 Analysis-Kursen u¨ber ein Jahr untersucht. Dabei wur-
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den drei Gruppen untersucht: In der einen Gruppe stand kein GTR zur
Verfu¨gung, in der zweiten nur fu¨r eine Unterrichtseinheit (ca. 6 Wochen)
und in der dritten Gruppe hatten die Schu¨lerinnen und Schu¨ler den GTR
sta¨ndig zur Verfu¨gung. Obwohl alle drei Gruppen in der gleichen Thematik
mit dem gleichen Schulbuch unterrichtet wurden, wurden im Rahmen der
Post-Tests Unterschiede zwischen den Schu¨lerinnen und Schu¨lern der ver-
schiedenen Gruppen festgestellt. Die Zuga¨nge der Schu¨lerinnen und Schu¨ler
wurden unterschiedlichen Strategien zugeordnet: heuristisch, algorithmisch,
grafisch,
”
unbekannt“. Man stellte bei den beiden Rechnergruppen fest, dass
der grafische Zugang im Unterschied zur Kontrollgruppe ha¨ufiger verwendet
wurde. Bei den beiden Rechnergruppen gab es daru¨ber hinaus den Unter-
schied, dass die Schu¨lerinnen und Schu¨ler, denen sta¨ndig der Rechner zur
Verfu¨gung stand, daru¨ber hinaus in viel sta¨rkerem Maße heuristische Strate-
gien mit einbezogen haben und die Lo¨sungsvielfalt insgesamt gro¨ßer war.
Die Verfu¨gbarkeit des Rechners wurde auch in anderen Studien als wichti-
ges Kriterium genannt, was Kastberg/Leatham (2005) in ihrem U¨berblick
u¨ber die Forschung im Bereich von GTR deutlich herausstellen. Dies be-
tont auch Stern (1997) in ihrem U¨berblick u¨ber den allgemeinen Rechner-
einsatz im Unterricht. Sie betont das Bedauern, wenn Repra¨sentationshilfen
nur zur Demonstration im Frontalunterricht herangezogen werden. In der
sta¨ndigen Verfu¨gbarkeit von Rechnern sieht sie den Vorteil, dass die Ler-
nenden selbst die Repra¨sentationsformen wa¨hlen ko¨nnen. Das Anwachsen
der Flexibilita¨t und der Vielfalt hinsichtlich der Lo¨sungsstrategien konnten
auch Drijvers/Doormann (1996) beobachten, und dies wurde auch durch eine
Vergleichsstudie von Keller/Hirsch (1998) besta¨tigt. In Verbindung mit dem
Pra¨ferieren des grafischen Zugangs kann auch das Ergebnis von Ruthven
(1990) und Schwarz/Hershkowitz (1999) gesehen werden, die in Vergleichs-
studien feststellten, dass durch den Einsatz des GTR Fa¨higkeiten einer guten
Graphenerkennung und Graphenanalyse besser herausgebildet werden konn-
ten.
Neben diesen Forschungsergebnissen im Zusammenhang mit den Ein-
satzmo¨glichkeiten des Rechners gibt es noch weitere fu¨r diese Arbeit relevante
Aspekte:
Zu dem Ergebnis, dass schwache Schu¨lerinnen und Schu¨ler vom Rechner-
einsatz profitieren, kommen Harskamp/Suhre/van Streun (1998) in der be-
reits genannten Studie. Sie beobachteten bei schwa¨cheren Schu¨lerinnen und
Schu¨lern gro¨ßere Leistungszuwa¨chse als in der Kontrollgruppe. Dies wider-
spricht der ha¨ufig genannten Befu¨rchtung von Lehrpersonen, dass der Einsatz
des GTR gerade fu¨r schwache Schu¨lerinnen und Schu¨ler eine Benachteiligung
darstellt, da die Schwerpunktverschiebung von einer Kalku¨lorientierung zu
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mehr Modellieren und Problemlo¨sen den Unterricht anspruchsvoller und von
daher schwieriger macht. Die Forscher fu¨hren das Profitieren des Rechner-
einsatzes fu¨r schwache Lernende auf das sta¨rkere Einbeziehen und Betrach-
ten von Graphen sowie das ha¨ufigere Einbeziehen von Anwendungsbezu¨gen
zuru¨ck.
Auch die Frage, ob es Unterschiede zwischen Jungen und Ma¨dchen hinsicht-
lich des Rechnereinsatzes gibt, ist in einigen Studien untersucht worden. Hier-
bei sind allerdings sehr unterschiedliche Ergebnisse zu verzeichnen: So sind
Forster/Mueller (2001) im Rahmen einer Großstudie in Australien zu dem Er-
gebnis gekommen, dass zwischen Jungen und Ma¨dchen keine Unterschiede im
Zusammenhang mit dem Einsatz grafikfa¨higer Taschenrechner zu verzeich-
nen sind. Hußmann (2002) kommt in seinen Studien zu dem Schluss, dass
sowohl Jungen als auch Ma¨dchen den Computereinsatz als positiv erfahren,
jedoch zeigt der Abschlusstest, dass Ma¨dchen deutlicher vom Computerein-
satz profitieren. Jungwirth (1992; 1994) und Niederdrenk-Felgner (1993) be-
tonen deutliche Gender-Unterschiede bezu¨glich des Computereinsatzes. Hier
wa¨re eine genauere Analyse der weiteren Merkmale im untersuchten Unter-
richt und auch eine genauere Betrachtung der Methodologien der Studien
notwendig, um ein klareres Bild zu erhalten. Dies wu¨rde aber den Rahmen
dieser Arbeit sprengen.
Abschließend sei noch einmal der Blick auf die deutsche Langzeitstudie von
Hentschel/Pruzina (1995) gelenkt, bei der ab 1991 die Integration eines gra-
fikfa¨higen Taschenrechners von Klasse 9 bis zum Abitur untersucht wurde.
In ihrem Abschlussbericht betonen die Forscher, dass sie aufgrund der Er-
fahrungen und Ergebnisse des Projektes die durchgehende Einbeziehung von
Funktionenplottern in den Mathematikunterricht als realisierbar und emp-
fehlenswert ansehen. Den Gewinn einer solchen Vera¨nderung sehen sie in zwei
Richtungen:
1. Durch Einbeziehung grafischer Lo¨sungsverfahren (vor allem
beim Lo¨sen von Gleichungen und bei Funktionsuntersuchungen)
ko¨nnen die Mo¨glichkeiten und Grenzen rechnerischer (direkter)
Verfahren besser erkannt werden. Die Sicht auf Funktionen wird
erweitert. Bei Anwendungen ist es mo¨glich, den engen Rah-
men einiger weniger Funktionenklassen bzw. Gleichungstypen zu
u¨berschreiten.
2. Entdeckendes Lernen bei der Behandlung von Funktionen wird
durch mathematisches Experimentieren mit dem GTR sehr
gefo¨rdert. Es besteht die Chance, planerisches Arbeiten (z.B. hin-
sichtlich Fallunterscheidungen), Aufstellen und Verwerfen von
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Vermutungen bis hin zur rechnerunabha¨ngigen theoretischen Ab-
sicherung zu versta¨rken. ([Hentschel/Pruzina 1995], S.232)
Zudem heben sie hervor, dass das vielfach befu¨rchtete Vernachla¨ssigen von
Kalku¨ltraining (z.B. Lo¨sen quadratischer Gleichungen) nicht beobachtet wer-
den konnte. Einen mo¨glichen Grund dafu¨r sehen sie in der besonderen Vor-
gehensweise, dass grafische und symbolische Verfahren stets miteinander ver-
zahnt wurden (zum Beispiel beim Lo¨sen von Gleichungen).
6.4.2 CAS-spezifische Ergebnisse
Trotz der großen Schnittmenge in der Funktionalita¨t bei GTR und CAS
und der in diesem Bereich vergleichbaren Forschungsergebnisse gibt es CAS-
spezifische Aspekte, die einer eigenen Analyse bedu¨rfen. Mit seinen algebrai-
schen und exakt-numerischen Kapazita¨ten bietet ein CAS im Vergleich zu
GTR ungleich reichhaltigere Funktionen. Damit verbunden sind auch im-
mens ho¨here Anforderungen an die Unterrichtenden, denn mit dieser Reich-
haltigkeit sind weite Bereiche der Schulmathematik betroffen, die weit u¨ber
die Grafikfa¨higkeit eines GTR hinaus gehen. Im gesamten Bereich der Alge-
bra – sowohl beim Einstieg in die Algebra als auch beim Anwenden, Vertiefen
und U¨ben – kann Computeralgebra einen deutlichen Einfluss nehmen, denn
bisher zentrale Anforderungen des Mathematikunterrichts wie das Lo¨sen von
Gleichungen und Gleichungssystemen werden in ein neues Licht geru¨ckt. Das
mathematische Ergebnis wird vom System geliefert und stellt damit eine ein-
seitige Ergebnisorientierung im Unterricht stark in Frage. Lehrende sind da-
durch gezwungen, unterrichtliche Grundsa¨tze zu u¨berdenken und neue Wege
– zum Beispiel fu¨r das Erlernen von Algorithmen – zu finden. Das ist so-
wohl Chance als auch versta¨ndliche Bedrohung, da fu¨r viele Lehrpersonen
damit Grundstrukturen und Grundsa¨tze ihres Unterrichts in Frage gestellt
sind. Hier unterstu¨tzend zu wirken, war auch Anliegen des MUKI-Projektes,
weshalb die Forschungsergebnisse zu CAS in Konzeption und Evaluation in
besonderer Weise im Rahmen dieses Projektes Beachtung gefunden haben.
Dass im Einsatz von CAS eine Chance liegt, la¨ngst u¨berfa¨llige Vera¨nderungen
im Mathematikunterricht anzugehen, la¨sst nicht nur der anfa¨ngliche Op-
timismus der Pioniere zu Beginn der 90er Jahre (vgl. [Bo¨hm 1992],
[Heugl/Kutzler 1994]) vermuten, sondern wird mittlerweile durch zahlreiche
Studien nahe gelegt. So hat Tall (1997) nach Einbeziehen verschiedener Stu-
dien mit unterschiedlichen CAS festgehalten:
This gives clear indications that a
”
student plus manipulation tool“
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can be more successful in conceptual and computational tasks than a
student working in a traditional manner. ([Tall 1997], S.28)
Die folgenden Studien mit sehr unterschiedlichen Ansa¨tzen und Methodo-
logien sollen die Bandbreite der Forschungen in diesem Bereich verdeutli-
chen. Es gibt groß angelegte quantitative Vergleichsstudien, die anhand all-
gemeiner Anforderungen die Leistungen von CAS-Kursen mit Kursen ver-
gleichen, die nicht mit CAS unterrichtet wurden. Eine solche Studie ist die
von Hong/Toham/Kiernan (2001) in Neuseeland. Die Forscher arbeiteten mit
zwei Vergleichsgruppen – die Experimentalgruppe wurde in Integralrechnung
in vier einstu¨ndigen Kursen mit dem CAS-Rechner TI-92 unterrichtet, die
Vergleichsgruppe nutzte bei gleichem Thema lediglich einen GTR. In einem
Post-Test, der aus traditionellen Aufgaben des Universtita¨ts-Eingangstests
bestand und bei dem alle Studierenden einen GTR benutzen konnten, schnit-
ten die Studierenden der Experimentalgruppe deutlich besser ab. Die Studie
nennt eine um 10% ho¨here Erfolgsquote. Zu einem a¨hnlichen Ergebnis bei
vergleichbarer Methodologie kommen Connors/Snook (2001).
Drijvers (2003) hat im Rahmen einer interpretativen Studie (als Design Re-
search) den Einfluss von CAS auf das Variablenversta¨ndnis von Schu¨lerinnen
und Schu¨lern untersucht. Ergebnis dieser Studie ist, dass CAS zu einem ver-
tieften Versta¨ndnis des Variablenbegriffs beitra¨gt. Schu¨lerinnen haben durch
den Einsatz von CAS die verschiedenen Bedeutungen der Variablen (wie zum
Beispiel Variable als vera¨nderliche Gro¨ße, Generalisierer, Unbekannte) ken-
nengelernt und sind in der Lage, diese flexibler zu nutzen.
Auch Guin/Trouche (1998) haben in mehreren interpretativen Studien den
Einfluss von CAS auf den Lernprozess untersucht. Sie berichten von ei-
ner Untersuchung in zwei Klassen, wobei vielfa¨ltige Materialien einbezogen
wurden (Beobachtungen, Forschungsberichte der Schu¨lerinnen und Schu¨ler,
Interviews, Fragebo¨gen). Sie haben bei allen Lernenden eine Vera¨nderung
sowohl hinsichtlich der Einstellung zur Mathematik als auch im Selbstver-
trauen festgestellt. Guin/Trouche unterscheiden aufgrund ihrer Studien zwi-
schen zwei Schu¨lertypen: Eher
”
theoretisch-rational orientierte“ Schu¨lertypen
gehen effizienter mit dem Gera¨t um und bewahren eine gro¨ßere Objekti-
vita¨t und kritische Distanz zum Rechner als eher
”
mechanisch orientierte“
Schu¨lertypen. Eine a¨hnliche Klassifizierung von Schu¨lertypen nehmen auch
Hershkowitz/Kieran (2001) vor und reden von mechanisch-algorithmisch ori-
entierter versus bedeutungsorientierter Arbeitsweise.
Solche Klassifizierungen ko¨nnen sowohl Lehrpersonen als auch Lernenden
selbst als Basis zur Reflektion des perso¨nlichen Zugangs beim Rechnereinsatz
dienen. Dabei sind jedoch Klassifizierungen hinsichtlich von Arbeitsweisen
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hilfreicher, da die Unterscheidung von
”
Schu¨lertypen“ eher die Gefahr einer
starren Einteilung und zu engen Zuweisung einzelner Personen zu
”
Typen“
in sich birgt. Den Schritt von der Klassifizierung von Schu¨lertypen auf die
Unterscheidung verschiedener Arbeitsweisen sind auch Guin/Trouche (2002)
gegangen. Dabei konnten sie im Laufe ihrer Forschungsarbeit verschiedene
Arbeitsstrategien ausmachen, die sie auch in mehreren Situationen besta¨tigen
konnten. Die Autoren stellen fu¨nf typische Arbeitsweisen beim Problemlo¨sen
mit CAS dar, die sie anhand der verschiedenen Lo¨sungswege einer Aufgabe
verdeutlichen. Die Aufgabe lautet: Bestimme die n-te Ableitung zu f(x) =
ex (x2 + x+ 1). Zu dieser Aufgabe liefert das benutzte CAS (TI-92) keinen
geschlossenen Term, so dass die Schu¨lerinnen und Schu¨ler gefordert sind,
eigene Strategien zur Problemlo¨sung zu entwickeln.
Guin/Trouche (2002) stellen aufgrund ihrer Studien fu¨nf Arbeitsweisen her-
aus:
• Theorie-geleitete Arbeitsweise: Das Vorgehen ist mathematisch-
systematisch und ist vielfach von Bezu¨gen zu bereits Bekanntem ge-
pra¨gt. Es sind alleine Analogien und das Interpretieren der gegebenen
Fakten, die die Arbeit leiten. Der Rechner wird lediglich am Ende zur
Besta¨tigung genutzt.
• Rationale Arbeitsweise: Auch dieses Vorgehen ist hauptsa¨chlich ge-
pra¨gt von rationalen Begru¨ndungen und Folgerungen. Jedoch wird hier-
bei der Rechner auch zur Ideenfindung eingesetzt – wenn auch nur we-
nig, Papier und Bleistift bleibt das bevorzugte Arbeitsmittel.
• Zufallsorientierte Arbeitsweise: Die Vorgehensweise ist gepra¨gt von
”
Versuch und Irrtum“, von (vor-)schnell generalisierten Beobachtungen
und von wenigen Bezu¨gen zu Bekanntem. Es sind keine Strategien zu
beobachten, die Rechnerergebnisse im Kontext zu validieren. So wird
hier zum Beispiel bei einer falschen Eingabe des Ausdrucks trotz des
Erscheinens von ex
2+x+1 auf dem Bildschirm die Fehleingabe nicht er-
kannt. Diese Arbeitsweise tritt sowohl beim Rechnereinsatz als auch
beim traditionellen Arbeiten mit Papier und Bleistift auf.
• Rechnergeleitete Arbeitsweise: Die Hauptinformationsquelle ist
der Rechner mit seinen Ergebnissen und Manipulationen. Papier und
Bleistift werden fast nicht benutzt. Begru¨ndungen werden durch das
Ansammeln von Beispielen mit Hilfe des Rechners gegeben – nach dem
Motto:
”
Ich habe die Formel gefunden – das stimmt fu¨r alle n, ich habe
es fu¨r viele ausprobiert!“ Mathematische Bezu¨ge und korrekte logische
Schlussfolgerungen werden eher vermieden.
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• Vielseitige Arbeitsweise: Es werden ganz unterschiedliche Wege mit
und ohne Rechner benutzt, um der Problemlo¨sung na¨her zu kommen.
Im Beispiel sind dies verschiedene Techniken, um den Lo¨sungsterm zu
finden: Faktorisieren, Erweitern, Beispiele fu¨r konkrete n betrachten
und diese systematisieren (z.B. fu¨r kleine n betrachten und fu¨r große
n), Vermuten, Verifizieren der Vermutung am Rechner, Generalisieren
der Beobachtung als Basis fu¨r den Beweis.
Guin/Trouche wollen mit einer solchen Typisierung in erster Linie die Lehr-
personen auf mo¨gliche, zu erwartende Schu¨lerhandlungen vorbereiten und
den oft eher ungewohnten Blick scha¨rfen fu¨r die Ebene der unterschiedlichen
Zugangs- und Arbeitsweisen. Das Wahrnehmen einer solchen Meta-Ebene
kann nicht nur Lehrpersonen beim Einsatz eines komplexen Mediums Hand-
lungssicherheit geben, sondern kann auch als Reflexionsgrundlage fu¨r die Ler-
nenden dienen, u¨ber das eigene Arbeitsverhalten nachzudenken. Von daher
sollten solche Typisierungen nicht als starre Raster gesehen werden, son-
dern als Orientierungsrahmen, die eigene Arbeitsweise wahrzunehmen und
zu u¨berdenken. So konnte Trouche zum Beispiel gemeinsam mit einzelnen
Schu¨lerinnen und Schu¨lern deren Arbeitsweise von einer
”
rechnerorientier-
ten“ zu einer
”
vielfa¨ltigen“ im oben beschriebenen Sinne entwickeln.
Mittlerweile liegt eine große Fu¨lle an Studien zu digitalen Werkzeugen
wie GTR, CAS oder DGS vor, die anfangs singula¨r waren und heut-
zutage eher unter einer gemeinsamen Fragestellungen betrachtet werden.
Wie in anderen Bereichen der Mathematikdidaktik wird auch auf inter-
nationaler Ebene eine gemeinsame theoretische Grundlage des Rechner-
einsatzes diskutiert. Ein solcher Theorierahmen sollte sowohl als Basis
fu¨r die Konzeption und das Design wie auch fu¨r die Analyse von rech-
nergestu¨tzten Lehr- und Lernprozessen hilfreich sein. In der oben bereits
erwa¨hnten Meta-Studie u¨ber den Einsatz von digitaler Technologie im Un-
terricht ([Lagrange/Artigue/Laborde/Trouche 2003]) wird die Theorie des
”
instrumentalen Zugangs“ als eine solche theoretische Grundlage vorge-
schlagen. Diese Theorie geht zuru¨ck auf die bereits erwa¨hnten Aktivita¨ten
der franzo¨sischen CAS-Forscher-Gruppe um Artigue, Lagrange, Guin und
Trouche (vgl. Kapitel 6.2). Basis der Theorie sind einerseits die konkreten
Erfahrungen und Studien in Unterrichtsprojekten mit dem CAS-Rechner
TI-92 (z.B. [Guin/Trouche 1998], [Guin/Trouche 2002]), andererseits die
theoretische Grundlage mit der Idee des
”
ergonomischen Zugangs“13 von
Ve´rignon/Rabardel (1995).
13
”
ergonomic approach“: Hier ist
”
ergonomisch“ zu verstehen in Bezug auf handhabbare
und komfortabel zu benutzende Produkte.
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Kristallisationspunkt in der Theorie des
”
instrumentalen Zugangs“ ist der
Akt der instrumentalen Genese (
”
instrumental genesis“), wo der Schu¨ler bzw.
die Schu¨lerin dem Medium als solches, dem
”
Artefakt“, begegnet (entweder
dem Taschenrechner, dem Programm oder auch nur einer bestimmten Funkti-
on des Rechners), dieses annimmt und in die eigenen Handlungen einbezieht.
Dadurch wird das Artefakt fu¨r den eigenen Lernprozess genutzt, es wird zum
”
Instrument“. Diesen Prozess haben auch bereits Ve´rillon/Rabardel (1995)
in dieser Notation beschrieben. Dieser Prozess ist von vielen Einflussfak-
toren bestimmt: von den Grenzen und Potenzialen des Werkzeugs selbst,
von der jeweiligen Aufgabenstellung, vom Vorwissen der Schu¨lerinnen und
Schu¨ler und nicht zuletzt von den Arbeitssituationen im konkreten Unter-
richt. Das Vorwissen der Schu¨lerinnen und Schu¨ler bezieht sich sowohl auf
den Inhalt mit den jeweiligen Grundvorstellungen (vgl. [vom Hofe 1995])
als auch auf das Werkzeug mit der perso¨nlichen Einstellung zum Werk-
zeug und der Art und Weise, wie man damit umgeht. Diese perso¨nlichen
Einstellungen werden unter dem Begriff
”
mentale Schemata“ zusammenge-
fasst ([Drijvers/Trouche 2005]). Der Begriff
”
Schema“ geht dabei auf Piaget
zuru¨ck und bezeichnet die handlungsbezogenen Aspekte des Denkens, kogni-
tive Schemata bezeichnen die Denk- und Planungsmuster, die dem Handeln
zugrunde liegen. Solche Schemata haben nach Trouche (2005) drei verschie-
dene Funktionen: eine pragmatische, da ein Schema spontane Handlungssi-
cherheit vermittelt; eine heuristische, da das Schema ein Antizipieren und
damit ein Planen der Handlungen erlaubt, und eine epistemische Funktion,
da die kognitive Struktur der Schemata auch ein Verstehen ermo¨glicht.
Im Prozess der instrumentalen Genese werden zwei Aspekte na¨her beleuchtet.
Es ist zum einen der Aspekt, dass das Artefakt mit seinen Mo¨glichkeiten und
Grenzen die Entwicklung von Techniken und Strategien der Problemlo¨sung
in Wechselwirkung mit dem eigenen mathematischen Vorwissen stark pra¨gt
(
”
Instrumentation“). Andererseits gestaltet der oder die Nutzende aufgrund
des eigenen Vorwissens gezielt das Artefakt und erweitert dabei gegebenen-
falls dessen Mo¨glichkeiten (
”
Instrumentalisierung“), zum Beispiel durch Hin-
zufu¨gen weiterer vordefinierter Funktionen. Drijvers/ Trouche (2005) weisen
darauf hin, dass diese beiden – oft als Gegenrichtungen interpretierten Ten-
denzen – nicht oberfla¨chlich auf allein a¨ußere Techniken und Syntax reduziert
werden du¨rfen. Vielmehr sind hierbei auch die auf unterschiedlichen Ebenen
wirkenden mentalen Schemata mit einzubeziehen, vor allem solche, die hin-
sichtlich der inhaltlichen Anforderungen aufgebaut werden.
Aspekte der Theorie des instrumentalen Zugangs finden sich auch bei
Noss/Hoyles (1996). Mit den Begriffen
”
shaping“ und
”
re-shaping“ beschrei-
ben sie den gegenla¨ufigen Einfluss des Rechners besser in dem Sinne, dass
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das Artefakt das Denken des Nutzers bestimmt und andererseits das Denken
sich durch Nutzen der Technologie vera¨ndert.
Eine Beru¨cksichtigung der unterschiedlichen instrumentalen Genesen der ein-
zelnen Lernenden erfordert von der Lehrperson eine besondere Organisation
von Raum, Zeit und Art der unterrichtlichen Arbeit. Guin/Trouche (2002)
sprechen dabei von der instrumentalen Orchestrierung (
”
instrumental orche-
stration“). Sie zeigen auf, wie eine solche Vorstellung eine bessere Definition
der Ziele, der Strukturen und der Umsetzungsformen verschiedener Anord-
nungen ermo¨glicht, die darauf abzielen, fu¨r jeden Lernenden koha¨rente Sy-
steme von Instrumenten zu schaffen. Noss/Hoyles (1996) sprechen in diesem
Zusammenhang nicht von Orchestrierung, sondern von
”
webbing“ und stellen
damit eher den vernetzenden als den frontalen Charakter der Klassenraum-
struktur in den Vordergrund.
Im Rahmen der hier vorgestellten Studie ist der ergonomische Zugang nur
am Rande von Bedeutung. Denn es steht nicht die unmittelbare Interaktion
zwischen dem Einzelnen und dem Rechner im Vordergrund. Hier wird viel-
mehr das Zusammenwirken von Aufgabe, Situation und Rechner als Kom-
plex wahrgenommen und untersucht. Ein solcher Zugang kann nach Lagrange
(2005) eher mit Hilfe des anthropologischen Zugangs Chevallards reflektiert
werden. In dessen Mittelpunkt stehen sogenannte
”
Praxeologien“ als die Tri-
as
”
tasks, techniques, theories“ (Aufgaben, Techniken, Theorien). Dabei sind
”
Techniken“ als Bindeglied zwischen den gestellten Aufgaben und der Theo-
riebildung anzusehen ([Artigue 2002]; [Lagrange 2005]). Sie sind nicht nur
Routinen zur Bewa¨ltigung von Kalku¨len und Algorithmen, sondern Strate-
gien, die mathematischen Objekte und Zusammenha¨nge zu verstehen. Sie
haben demnach sowohl einen pragmatischen als auch einen epistemischen
Wert. Technologien (wie CAS) wirken nach Artigue und Lagrange unmittel-
bar auf solche Techniken ein. Sie machen alte Techniken (wie zum Beispiel
bestimmte Routinen) obsolet, ermo¨glichen aber auch neue (wie zum Beispiel
U¨berpru¨fen und Strukturieren).
Monoghan (2005) sieht den instrumentalen und den anthropologischen Zu-
gang nicht als Gegensa¨tze sondern als zwei wichtige Beitra¨ge zur Erforschung
von Design und Unterricht. Er schla¨gt eine Verknu¨pfung vor, einen
”
holistic
approach“, um eine Theoriebasis fu¨r zuku¨nftige Unterricht-Designs mit inte-
griertem CAS und deren Erforschung zu schaffen.
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6.5 Wie sieht das Lehren beim Unterrichten
mit Computeralgebra aus?
Die Faszination
”
Computer im Mathematikunterricht“, die Ende der 80er
Jahre mit dem Computeralgebrasystem Derive bzw. dessen Vorga¨ngern ih-
ren Anfang nahm, war weniger von dem Wunsch und dem Ziel gepra¨gt, den
Lernprozess in die Selbstverantwortung der Schu¨ler zu legen, sondern mehr
von der Anziehungskraft der neuen technischen Mo¨glichkeiten. Visualisierun-
gen, komplexe Rechenfertigkeiten und vor allem die symbolischen Manipula-
tionen konnten plo¨tzlich in schneller und effizienter Weise vollzogen und in
den Unterricht aufgenommen werden. Betrachtet man zum Beispiel die Ta-
gungsba¨nde der Derive- bzw. TI-92-Tagungen in Deutschland und O¨sterreich
aus den Jahren 1991 bis 2000, so geho¨ren u¨ber zwei Drittel der Tagungsbei-
tra¨ge in diese Kategorie. Darin kommen stoffdidaktisch gepra¨gte Grundhal-
tungen und U¨berzeugungen zum Ausdruck, denen die Auseinandersetzung
mit geeigneten Unterrichtsformen, Methoden, Organisationsarten eher fremd
ist. Dies wurde auch im Rahmen einer Arbeitstagung des Arbeitskreises
”
Ma-
thematikunterricht und Informatik“ der GDM konstatiert, dazu Tschacher:
Ha¨ufig werden lediglich (neue) Inhalte vorgestellt und dabei ero¨rtert,
welche Rolle der grafische Taschenrechner oder das Computeralgebra-
system u¨bernimmt; vom konkreten Unterrichtsablauf und dem Lehrer-
verhalten dagegen ist kaum die Rede. Unter dem Stichwort
”
metho-
dische Freiheit“ wird den Lehrenden die Lizenz erteilt, in den alten
Su¨nden zu verharren. ([Tschacher 2000], S.167)
Doch daneben gab es schon fru¨h und aktuell immer mehr Lehrpersonen wie
Forscher, die aufgrund perso¨nlicher Erfahrungen wie auch Forschungsergeb-
nisse das Zusammenwirken von schu¨lerzentrierten Arbeitsformen und CAS-
Einsatz als besonders effizient herausgestellt und in vielen Vero¨ffentlichungen
betont haben. So stellt Schmidt fest:
Der sinn- und ertragreiche Computereinsatz im Mathematikunterricht
verlangt weniger eine inhaltliche Vera¨nderung des Lehrplans als viel-
mehr vera¨nderte oder erweiterte Formen von Lehr- und Lernakti-
vita¨ten im Unterricht! ([Schmidt 1988], S.17)
Nocker nennt aufgrund einer Untersuchung im Rahmen des o¨sterreichischen
Projekts zum Computereinsatz im Mathematikunterricht:
Der bisherige Computeralgebraeinsatz ohne begleitende Maßnahmen
a¨ndert nur wenige, aber durchaus nicht unwichtige Elemente der
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Unterrichtsstruktur, er fu¨hrt zu mehr selbststa¨ndiger produktiver
Schu¨lerta¨tigkeit. ([Nocker 1996], S.325)
Auch Weigand/Weth (2002) sehen im Computer einen mo¨glichen Kataly-
sator einer neuen Unterrichtskultur und Hole (1998) widmet dem Zusam-
menhang von neuen Lernformen und neuen Medien in seiner Didaktik zum
Computereinsatz im Mathematikunterricht ebenfalls breiten Raum. Kel-
ler/Russell/Thompson (1999) berichten von den Ergebnissen einer Großstu-
die, bei der 687 Schu¨lerinnen und Schu¨ler in Analysis-Kursen beteiligt waren.
Sie haben untersucht, welchen Effekt der Einsatz des TI-92 im Zusammen-
hang mit der Art und Weise der Vermittlung auf den Lernerfolg der Schu¨ler
hat. Dabei wurden zwei Gruppen mit jeweils zehn Kursen miteinander ver-
glichen. In der einen Gruppe wurden kooperative Lernformen, Experimente
und eine Vielfalt verschiedener Diskussionsformen genutzt. Die Kurse in der
anderen Gruppe folgten tradierten, frontal fragend-entwickelnden Methoden.
Es wurden Pre- und Post-Test einbezogen, hier die beiden wesentlichen Er-
gebnisse:
1. Die Lernenden, die einen TI-92 benutzt haben, haben im Abschlussex-
amen deutlich besser abgeschnitten als diejenigen, die keinen Rechner
nutzten.
2. Schu¨lerzentriertes Arbeiten hatte einen positiven Gesamteffekt auf den
Lernerfolg der Schu¨lerinnen und Schu¨ler insgesamt.
Auch Tall nennt a¨hnliche Ergebnisse ([Tall 1997], S.29)) und dabei konkret
die Dissertation von Costin (1994), in der ebenfalls der Zusammenhang zwi-
schen kooperativem Lernen und Technologieeinsatz untersucht wurde. Co-
ston untersuchte vier verschiedene Gruppen parallel: die Kontrollgruppe mit
klassischem Vorgehen ohne Rechner, eine Klasse mit traditioneller Vorge-
hensweise mit Rechner (TI-81, ein GTR), eine Klasse, die nach vorgegebe-
nen kooperativen Lernformen unterrichtet wurde14 und eine Klasse, die so-
wohl den Rechner einsetzte als auch kooperative Lernformen im Unterricht
nutzte. Die Ergebnisse zeigen, dass schon allein das kooperative Lernen zu
einer deutlich besseren Kompetenz im Problemlo¨sen fu¨hrt. Der Rechnerein-
satz allein bewirkt fu¨r das Verstehen der erarbeiteten Inhalte keine signifikan-
ten Unterschiede zur Vergleichsgruppe. Das Zusammenspiel von kooperativen
Lernformen und Technologieeinsatz bringt deutliche Verbesserungen in der
Einstellung der Schu¨lerinnen und Schu¨ler zur Mathematik.
14Dabei kamen
”
Johnsons and Johnsons´s Learning Together model“ und
”
Slavin´s
Jigsaw II model“ zum Einsatz
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Es mag sein, dass positive Effekte von Rechnereinsatz und Unterrichts-
vera¨nderung sich einfach addieren. Die Frage ist jedoch: Gibt es einen in-
neren Zusammenhang zwischen Rechnereinsatz und Unterrichtso¨ffnung? Be-
dingt der Rechnereinsatz, dass sich die Unterrichtskultur im Ganzen a¨ndert?
Bei der Ero¨rterung dieser Fragen helfen zwei Aspekte, die sich in den beiden
folgenden Thesen pointieren lassen:
1. Der Einsatz von CAS fu¨hrt zu einer O¨ffnung der Aufgaben.
2. Der Einsatz von CAS fu¨hrt zu einer Vera¨nderung der Unterrichtsorga-
nisation in Richtung schu¨lerzentrierter Aktionsformen und Arbeitswei-
sen.
Mo¨gliche Gru¨nde fu¨r diese Thesen werden im Folgenden ausgefu¨hrt.
Vera¨nderung von Aufgaben beim Rechnereinsatz
Gewa¨hrt eine Lehrperson ihren Schu¨lerinnen und Schu¨lern das Arbeiten mit
einem Rechner, wird die Vielfalt der Lo¨sungen alleine durch unterschiedli-
che Rechnereinstellungen und die Arten und Weisen wie der Rechner ge-
nutzt wird gro¨ßer. So ko¨nnen die Grafiken unterschiedlich aussehen wegen
verschiedener Bildschirmeinstellungen oder werden unterschiedliche Befeh-
le und Vereinfachungen benutzt. Diese Unterschiede sind nicht unbedingt
Zufall, sondern mit unterschiedlichen Lo¨sungswegen und -ideen – also auch
individuellen Denkweisen – verknu¨pft. Der Rechner macht diese unterschied-
lichen Denkweisen fu¨r Lehrende und Lernende transparent und la¨sst damit
leichter zu Tage treten, dass es notwendig ist, die traditionelle eindimensio-
nale Lo¨sungsorientierung zu vera¨ndern.
Viele Standardaufgaben des Mathematikunterrichts sind konvergente Aufga-
ben, die auf ein bestimmtes Ergebnis hinzielen - dazu geho¨ren insbesondere
Kalku¨laufgaben mit den folgenden Aufgabenformaten: lo¨se diese Gleichung,
forme diesen Term um, wende dieses Verfahren an, usw. Gerade solche Auf-
gabenformate kann ein CAS jedoch erfu¨llen. Die zu lo¨sende Gleichung wird
eingegeben und das System liefert das Ergebnis. Steht ein solches System
sta¨ndig zur Verfu¨gung, muss sich die Aufgabenstellung a¨ndern. Dann macht
es keinen Sinn, den Lernenden nur solche Fragen zu stellen, deren Antwort
sie alleine per Befehlsaufruf ermitteln ko¨nnen. Ha¨ufig wird daraus der vor-
schnelle Schluss gezogen, dass Schu¨lerinnen und Schu¨ler solche mathemati-
schen Basisfertigkeiten wie Gleichung lo¨sen und Term umformen gar nicht
mehr lernen sollen oder zu lernen brauchen. Die Integration des CAS regt
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lediglich dazu an, die Aufgabenformate zu variieren, von der bloßen Ergeb-
nisorientoierung zu befreien und ein variantenreiches U¨ben mit vielfa¨ltigen
Aufgaben zu realisieren. Es ist nicht zwingend, dass mit dem Rechnereinsatz
diese ganze Thematik obsolet wird bzw. nur noch auf die Zulieferfunkti-
on fu¨r Modellierungsaufgaben reduziert wird. Viele Aufgabenformate sind
denkbar, die das Verstehen und U¨ben im Bereich Gleichungen und Terme
bereichern ko¨nnen und bei denen das CAS nicht nur nicht sto¨rt, sondern
auch neue zusa¨tzliche Aufgabenvariationen ermo¨glicht - zum Beispiel durch
das Generieren vielfa¨ltiger Beispiele. So kann ein
”
Lo¨se die Gleichung!“ in der
Aufgabenstellung modifiziert und bereichert werden durch Aufgabenformate
wie:
• Erkla¨re, analysiere, interpretiere. . . .das Ergebnis, das der Rechner lie-
fert!
• Nenne sinnvolle Zwischenschritte, die zum Ergebnis hinfu¨hren.
• Veranschauliche das Ergebnis durch eine Grafik!
• Erfinde eine Situation, die zu dieser Rechnung fu¨hrt!
• Klassifiziere die verschiedenen Gleichungen/ Funktionen.
• Nenne weitere Gleichungen, die zu diesem Ergebnis fu¨hren.
• Schließe auf eine allgemeine Formel.
• Lo¨se die Gleichung mit Hilfe einer Grafik, einer Tabelle, eines Terms. . .
Natu¨rlich sind solche Aufgabenformate prinzipiell auch ohne Rechner reali-
sierbar, jedoch bringt der Rechner den Vorteil, dass Beispiele leicht erzeugt
werden ko¨nnen als Grundlage fu¨r allgemeines Schließen, Strukturieren oder
Klassifizieren. Zudem erlaubt der Rechner ein schnelles U¨berpru¨fen von Ver-
mutungen. Bei solchen Aufgabenvariationen bleibt der Fokus auf dem inner-
mathematischen Aspekt des Gleichung lo¨sens oder Term umformens, gewinnt
aber eine andere Tiefe als das lapidare Format
”
Lo¨se“. Hierbei wird der viel
zitierte Satz von Schupp (1994) einmal mehr konkretisiert:
Der Computer zwingt uns zum Nachdenken u¨ber Dinge, u¨ber die wir
la¨ngst ha¨tten nachdenken mu¨ssen. ([Schupp 1994], S.70)
Dieser Satz ist auch in dem Sinne zu verstehen, dass durch den Rech-
nereinsatz auch weitergehende komplexe Anwendungsaufgaben im Unter-
richt mo¨glich werden. Es ko¨nnen reale Daten anstatt gescho¨nter glatter
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Werte in ganz anderem Maße in den Unterricht integriert werden, da
die zeitaufwa¨ndigen Kalku¨loperationen an den Rechner abgegeben wer-
den ko¨nnen. Der Blick kann auf die Interpretation des Problems fokus-
siert werden und Modellierungskreisla¨ufe ko¨nnen schneller und auch mehr-
mals durchlaufen werden. So hilft es zum Beispiel, wenn das Multiplizieren
großer U¨bergangsmatrizen vom Rechner u¨bernommen wird und man so den
U¨berblick beha¨lt u¨ber Entwicklungstendenzen und Prognosen. Die Befreiung
von langwierigen und teilweise einto¨nigen Rechnungen schafft Raum fu¨r das
Analysieren, das Suchen nach geeigneten Modellierungen, das Interpretieren
und das Vergleichen alternativer Wege, das Optimieren und das Veranschau-
lichen.
Eine mo¨gliche Kategorisierung verschiedener Aufgabenformate beim CAS-
Einsatz und weiterreichende Anregungen zum Aufgabendesign liefern die
verschiedenen Funktionalita¨ten, die ein Computeralgebrasystem origina¨r mit-
bringt (vgl. zum Beispiel die oben genannte Liste von Doerr/Zangor (2000).
Danach kann ein CAS eingesetzt werden zum Berechnen, zum Transferieren
(Wechseln der Darstellungsform), zum Daten erfassen, zum Untersuchen und
Entdecken, zum Visualisieren und zum U¨berpru¨fen. Wenn diese Aktivita¨ten
grundsa¨tzlich mit einem CAS mo¨glich sind, dann sind damit auch entspre-
chende Aufgabenformate verbunden, um diese Aktivita¨ten auszulo¨sen. So
wird das Transferieren allein durch das Nutzen des CAS zwar nahe gelegt,
aber erst durch entsprechende Fragestellungen initiiert (z.B.“Nenne die Vor-
und Nachteile der verschiedenen mathematischen Darstellungsarten beim Be-
stimmen der Nullstellen!“). In diesem Sinne regen die verschiedenen Funk-
tionen des Rechners dazu an, eine Vielfalt von Aufgaben zu stellen und bei
der Konzeption von Unterrichtssequenzen einzubeziehen.
Neben diesen Funktionen des Rechners wurden von Beginn des CAS-
Einsatzes im Unterricht an
”
didaktische Prinzipien“ zur Gestaltung von Auf-
gaben diskutiert und empfohlen wird, den Rechnereinsatz im Unterricht theo-
retisch zu fundieren. So wurde in O¨sterreich in Anlehnung an die Ideen von
Buchberger (vgl. Kapitel 6.2) zum Beispiel das
”
Whitebox-Blackbox-Prinzip
versus Blackbox-Whitebox-Prinzip“ (vgl. [Heugl/Klinger/Lechner 1996])
aufgestellt.
Mit dem
”
Whitebox-Blackbox-Prinzip“ wird der Grundsatz beschrieben,
dass ein Algorithmus (z.B. Ableiten, Gleichung lo¨sen), u¨ber den der
Rechner verfu¨gt, erst dann genutzt wird, wenn das entsprechende ma-
thematische Verfahren dem Lernenden bekannt ist. Das Verfahren wird
dann an den Rechner
”
u¨bergeben“, um den Lernenden vom jeweiligen
Kalku¨l zu entlasten, sobald es ha¨ndisch beherrscht wird. Dieses Prinzip
wird grundsa¨tzlich dann verfolgt, wenn der Rechner als Rechenwerkzeug
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genutzt wird, um zum Beispiel eine Fu¨lle von Daten zu verarbeiten, wobei
hauptsa¨chlich einfache Algorithmen ausgefu¨hrt werden, die dem Nutzer
prinzipiell vertraut sind (z.B. bei der Multiplikation großer Matrizen).
Das
”
Blackbox-Whitebox-Prinzip“ sieht die Nutzung des Rechners als
Werkzeug zum Erlernen des neuen Inhaltsbereiches vor, das heißt, der
Rechner ist zuna¨chst eine Blackbox, deren Nutzung aber dazu fu¨hrt, die
dahinterstehende Mathematik und im besten Fall auch den Rechner zu
verstehen. Beispielhaft dafu¨r ist die Untersuchung von Aliasing-Effekten
des Rechners (vgl. [Herget/Keunecke/Malitte/Stachniss-Carp 2001],
[Herget/Keunecke/Malitte/Stachniss-Carp 2002], [Herget/Malitte 2002],
[Hischer 2002], [Lambert 2005]), wodurch sowohl mathematische Kenntnisse
erworben werden ko¨nnen als auch der Rechner als solcher besser durch-
schaut werden kann. Ein Beispiel ist auch die grafische und algebraische
Erkundung von Taylorpolynomen (vgl.[Barzel 1991], [Barzel 1992]). Dies
fu¨hrt nicht nur zu Kenntnis und Versta¨ndnis der Taylorpolynome, sondern
auch zur Einsicht in Rechnergrenzen (
”
Wie berechnet der Rechner Sinus?“).
Das Blackbox-Whitebox-Prinzip kommt auch dann zum Zuge, wenn der
Rechner im Sinne eines Lernwerkzeugs eingesetzt wird und die Schu¨lerinnen
und Schu¨ler zum Beispiel aufgrund einer Fu¨lle von Beispielen, die der
Rechner generiert, auf eine dahinter liegende Form schließen sollen (vgl. das
Erschließen der Ableitungsregeln in Baustein W, vgl. Seite 23).
Ein weiteres Prinzip, das im Zusammenhang mit den Entwicklungen in
O¨sterreich postuliert wurde, ist das, was Kutzler (1995) als
”
Geru¨stdidaktik“
bezeichnet. Dahinter verbirgt sich die Idee, Algorithmen an den Rechner ab-
zutreten, auch wenn diese Algorithmen ha¨ndisch noch nicht beherrscht wer-
den. Damit besteht die Chance, gleich dem Aufsteigen auf einem Geru¨st, wei-
tere Fertigkeiten (wie zum Beispiel das Modellieren) zu erwerben, auch wenn
bestimmte Kalku¨le noch nicht routiniert gekonnt sind. Damit hat Kutzler
(1995) die Diskussion um die Frage fortgefu¨hrt, welche ha¨ndischen Fertigkei-
ten im CAS-Zeitalter noch gefordert werden mu¨ssen und welche nicht. Diese
Frage hatte schon 1991 Herget auf der 9. Tagung des Arbeitskreises Mathe-
matik und Informatik der GDM in der Form
”
Wieviel Termumformungen,
Kurvendiskussionen,... braucht der Mensch?“ aufgeworfen, und bis heute ist
darauf keine befriedigende Antwort gefunden. Diese Diskussionen haben aber
vor allem den Finger in die Wunde gelegt, dass die starke Orientierung auf
bestimmte Kalku¨lfertigkeiten manch seltsame Blu¨ten im Unterricht treibt
und viel Energie und Zeit wegnimmt fu¨r weitere, vertiefende mathematische
Fertigkeiten. So kommt es auch heute noch vor, dass das Lo¨sen quadratischer
Gleichungen von Klasse 9 bis zum Abitur zum immer wieder rezipierten und
abgefragten Stoff geho¨rt.
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Ein drittes Prinzip geht ebenfalls auf die Erfahrungen der o¨sterreichischen
Kolleginnen und Kollegen zuru¨ck, es ist das
”
Modul-Prinzip“15. Modul steht
dabei fu¨r ein mathematisches Objekt, das der Schu¨ler bzw. die Schu¨lerin
selbststa¨ndig programmiert oder definiert und damit das Potenzial des Rech-
ners fu¨r den eigenen Lernweg erweitert. Im Sinne des instrumentalen Zugangs
ist dieses Schaffen eines Moduls ein Beispiel fu¨r die Instrumentalisierung, fu¨r
die individuelle Gestaltung des Rechners. Lehmann (2001) hat diese Idee
weitergefu¨hrt und verschiedene Module (von ihm
”
Bausteine“ genannt) von
Schu¨lerinnen und Schu¨lern untersuchen lassen. Ein Beispiel ist der
”
Geraden-
Baustein“ gerade(m,x, n) := m ∗ x + n und die damit verbundene Aufgabe
”
Untersuche den Baustein!“
Solche didaktischen Prinzipien sind sicher hilfreich, aber bleiben punktuelle
Hilfen bzw. Reflexionsgrundlagen. Sie sollten in eine umfassende Konzeption
von Unterrichtsgestaltung eingebettet sein und ein Teil der Unterrichtskultur
werden.
Vera¨nderung der Unterrichtsorganisation beim Rechnereinsatz
Die Unterrichtskultur, die eine Lehrperson pflegt, ist stets von ihren
epistemologischen Grundu¨berzeugungen und Vorstellungen (
”
beliefs“, vgl.
[To¨rner 2002]) gepra¨gt. Jost (1992) hat diese Grundu¨berzeugungen im Rah-
men einer Interview-Studie untersucht und sie in Beziehung gesetzt zu der Art
und Weise, wie die Lehrpersonen grafikfa¨hige Taschenrechner in ihrem Un-
terricht eingesetzt haben. Jost hat die Vorstellungen der Lehrpersonen bzgl.
der Rolle des Rechners auf einer Skala angeordnet zwischen Rechenwerk-
zeug (
”
computational tool“), um bestimmte Verfahren zu vollziehen, und
Instruktionswerkzeug (
”
instructional tool“), um Verstehen zu unterstu¨tzen.
Ergebnis dieser Untersuchung war: Lehrpersonen, fu¨r die der Rechner ein
Rechenwerkzeug ist, verfolgen vor allem inhaltsorientierte Ziele und sehen
Lernen hauptsa¨chlich durch Zuho¨ren initiiert. Auf der anderen Seite fokus-
sieren die Lehrpersonen, die den Rechner als Unterstu¨tzung beim Verstehen
scha¨tzen, ein schu¨lerzentriertes Arbeiten mit einer interaktiven, offenen Un-
terrichtskultur. Kendal/Stacey (2002) haben ebenfalls den Zusammenhang
zwischen Art und Weise des Rechnereinsatzes und der jeweiligen Unterrichts-
kultur untersucht und auch weitere Studien einbezogen, die das Ergebnis von
Jost stu¨tzen.
Dieses Ergebnis passt zu der Erfahrung vieler Lehrpersonen, dass insbesonde-
re offene Aufgabenstellungen, die vom CAS weit mehr als nur Berechnungen
15vgl.http://www.acdca.ac.at/projekt2/rechen/08.pdf
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und Visualisierungen erfordern, eine Vera¨nderung der Unterrichtsorganisati-
on erfordern. Bereits die offene Fragestellung als solches induziert ein Auf-
brechen eines eng gefu¨hrten Arrangements und zwingt dazu sich von der Ma-
xime
”
Einzel- Partner- oder Gruppenarbeitsphasen nie la¨nger als 15 Minuten
pro Unterrichtsstunde“ zu verabschieden. Eine offene Aufgabenstellung wie
”
Durch welche Funktionen kann ein Autobahnkreuz beschrieben werden?“
erfordert Zeit, um in Ruhe Bedingungen zu finden, mathematische Modelle
zu ero¨rtern und verschiedene Varianten durchzuspielen. Damit ist die klare
Struktur eines traditionellen Frontalunterrichts aufgebrochen und die Frage
nach der Vera¨nderung der Unterrichtsorganisation gestellt. Der gleichzeiti-
ge Rechnereinsatz versta¨rkt diese Notwendigkeit noch zusa¨tzlich, da jede
individuelle Ta¨tigkeit am Rechner die Vielfalt der mo¨glichen Aspekte und
Lo¨sungswege noch erho¨hen kann.
Im Rahmen eines Frontalunterrichts kann CAS lediglich eingesetzt werden
zur Pra¨sentation und Visualisierung oder als Werkzeug nur bei eng umrisse-
nen Fragen innerhalb einer zeitlich begrenzten Einzel-, Partner - oder Grup-
penarbeitsphase. Doch bereits bei solch begrenzten Fragestellungen ist es
mit einem CAS schwieriger als ohne, den Gleichschritt auf ein gemeinsames,
mo¨glichst einheitliches Ergebnis hin zu erreichen. Jedes individuelle Arbei-
ten am Rechner – und seien es nur zwei unterschiedlich gezoomte Grafiken
– erschwert eine einheitliche Dokumentation und Ergebnissicherung. In einer
offenen Unterrichtssituation sind solche Divergenzen von vorne herein sta¨rker
einbezogen und unter Umsta¨nden beabsichtigt.
Bei Fragen, wie la¨ngere Schu¨lerarbeitsphasen zu organisieren und zu mo-
derieren sind, la¨sst sich auf allgemeine Vorschla¨ge und Methoden zu
schu¨lerzentrierten Unterrichtsformen zuru¨ckgreifen. Verwiesen sei auf For-
men kooperativen Lernens nach Green/Green (2005) und Klippert (2000)
und Erfahrungen in der Grundschule oder im modernen Management (vgl.
zum Beispiel [Weidenmann 2004]). So bietet das Gruppenpuzzle zum Beispiel
eine effiziente Art, Ergebnisse von heterogen arbeitenden Gruppen zu verglei-
chen oder langwierige Pra¨sentationsphasen zu verku¨rzen. Außerdem erho¨hen
fast alle schu¨lerzentrierten Organisationsformen (z.B.: Werkstattarbeit, Sta-
tionenzirkel, Gruppenpuzzle) den fachlichen Austausch unter Schu¨lerinnen
und Schu¨ler, schu¨tzen vor einer zu starken Dominanz des Lehrers und er-
ziehen dazu, Lernen nicht nur als Konsumieren wahrzunehmen, sondern als
Arbeit, die eine eigene Auseinandersetzung und Durchdringung der Mate-
rie erfordert. Und genau diese Haltung ist bei offenen Aufgaben, zu deren
Lo¨sung ein CAS verfu¨gbar ist, no¨tig.
Kapitel 7
Zur Methode:
”
Lernwerkstatt“
als Weg selbststa¨ndigen
Lernens
7.1 Die Notwendigkeit des Freiraums beim
Lernen
Die Frage nach der Balance zwischen Konstruktion und Instruktion war und
ist aktuell in Theorie und Praxis schulischer Bildung eine zentrale Frage.
In der Theorie geht es um die Untersuchung, wie Lernen geschieht und wo
im weiten Feld zwischen einem konstruktiven individuellen Lernprozess und
einem instruktiven Vermitteln das Optimum an Wissens- und Kompetenz-
zuwachs erfahren werden kann. Ging man lange davon aus, dass erfolgrei-
ches Lernen allein vom richtigen Erkla¨ren und Weitergeben abha¨ngt, weiß
man heute, dass Lernen nur geschieht, wenn das Individuum aktiv Wissen
aufbauen und mit bereits vorhandenem Wissen verweben kann, mit ande-
ren Worten, wenn Lernen konstruktiv und kumulativ erfolgen kann (vgl.
[Borneleit/Danckwerts/Henn/Weigand 2001]). Dieser Grundsatz wird heute
sowohl von Lernpsychologen ([Aebli 1993], [Vygotskij 1978]) wie von Neu-
robiologen ([Maturana/Varela 1987], [Spitzer 2002]) geteilt und ist von Ma-
thematikdidaktikern mit enstprechenden Konzeptionen adaptiert und umge-
setzt worden (z.B. [Wittmann 1997], [Hußmann 2002]). Der Anspruch kon-
kretisiert sich in der Forderung nach dem vermehrten Einsatz konstruk-
tivistischer Lernumgebungen ([Reinmann-Rothmeier/Mandl/Prenzel 1994],
[Blumstengel 1998], [Hußmann 2002]). Die von diesen Autoren genannten
Merkmale lassen sich in folgenden vier Aspekten zusammenfassen:
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• Als Ausgangspunkt einer konstruktivistischen Lernumgebung sollte ein
mo¨glichst komplexes Problem gewa¨hlt werden, das im Idealfall vom
Lernenden als Herausforderung gesehen wird. Dieses Problem sollte
mo¨glichst authentisch sein, d.h. es sollte auf die sonst u¨bliche wesent-
liche Vereinfachung und Reduzierung der Komplexita¨t verzichtet wer-
den. Dabei muss jedoch die Erreichbarkeit und Realisierbarkeit fu¨r die
Lernenden im Blick behalten werden, denn ein zu offenes, kaum zu
bewa¨ltigendes Problem, das Lernende nur resignierend aufgeben la¨sst,
konterkariert die Idee jeglichen Lernforschritts und sollte vermieden
werden. So ko¨nnen auch Anwendungskontexte
”
situiert“ dargeboten
werden.
”
Situiert“ heißt hier, dass das Problem zwar in einem gro¨ßeren
Kontext dargeboten wird, aber dennoch didaktisch reduziert.
• Konstruktivistische Lernumgebungen sollten multiple Kontexte und
multiple Perspektiven beru¨cksichtigen. Multiple Kontexte fo¨rdern die
Dekontextualisierung und den Transfer auf andere Situationen. Multi-
ple Perspektiven gewa¨hren, dass Situationen und Probleme unter ver-
schiedenen Aspekten und auf verschiedene Weise bearbeitet und reflek-
tiert werden ko¨nnen. Die verschiedenen Perspektiven ko¨nnen im Rah-
men des Unterrichts auch dadurch erzeugt werden, dass die verschie-
denen mathematischen Repra¨sentationen bedacht werden (vgl. Kapitel
5.3).
• Lernumgebungen sollen die Mo¨glichkeit des sozialen Kontextes schaf-
fen, damit das gemeinschaftliche Erarbeiten und Anwenden von
Lo¨sungen im sozialen Austausch gefo¨rdert wird. Forschungen im Be-
reich des kooperativen Lernens haben besta¨tigt, dass gerade der Grund-
satz der Kooperation im sozialen Kontext sich in vielfa¨ltiger Weise po-
sitiv auf den Lernprozess auswirkt. Green/Green (2005, S.33) haben
die Forschungserkenntnisse zum kooperativen Lernen zusammengetra-
gen und die wichtigsten Ergebnisse in einem U¨berblick herausgestellt.
Bezogen auf den einzelnen Schu¨ler bzw. die einzelne Schu¨lerin nennen
sie unter anderem folgende Aspekte: Entwicklung von Denkfa¨higkeit
auf ho¨herem Niveau, Fo¨rderung der Lernverantwortung, Erweiterung
des Selbstwertgefu¨hls, Entwicklung von Kommunikationskompetenz,
Sta¨rkung der Lernzufriedenheit und Training weiterer sozialer Kompe-
tenzen, Teambildung bei Problemlo¨sungen – bei gleichzeitiger individu-
eller Verantwortung. Green/Green beziehen sowohl Partner- wie auch
Kleingruppenarbeit mit ein. Die spezifische Bedeutung dieser Sozialfor-
men fu¨r den Mathematikunterricht liegen darin, dass die Mo¨glichkeit
des freien Austausches von Ideen und Ansa¨tzen zwischen Schu¨lerinnen
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und Schu¨ler die wichtigste Basis dafu¨r liefern, dass grundlegende
Ta¨tigkeiten des Mathematiktreibens eingeu¨bt und das Potenzial solcher
Aufgaben fu¨r den individuellen Lernprozess genutzt werden ko¨nnen.
Die Bedeutung des informellen Raums fu¨r die mathematische Kommu-
nikation beschreibt Hefendehl-Hebeker (2004a) in besonderer Weise.
Sie legt die Charakteristika eines rationalen Dialogs auch beim dialo-
gischen Lernen im Mathematikunterricht zu Grunde. Ein solcher Dia-
log sollte unvoreingenommen, zwanglos und nicht persuasiv sein. Er
ist dann unvoreingenommen, wenn alle Beteiligten im Gespra¨ch ih-
re U¨berzeugungen allein durch sachliche Begru¨ndungen kontrollieren,
zwanglos, wenn A¨ußerungen nicht sanktioniert werden und der Dia-
log ist nicht persuasiv, wenn es keine fraglos hingenommenen Grund-
lagen gibt. Im Rahmen eines solchen herrschaftsfreien Dialogs kann
Lernen wirklich ein Akt selbstgesteuerter Bildung von Wissensnetzen
sein, die an das eigene Vorwissen und Ko¨nnen anknu¨pfen. Dabei mu¨ssen
Schu¨lerinnen und Schu¨ler lernen, sich auf andere im sozialen Kontext
einzulassen, deren Ideen an zu ho¨ren, um so auch fremde und vielleicht
ungewohnte Gedankenga¨nge nachvollziehen und mit den eigenen ver-
knu¨pfen zu ko¨nnen. Nur so ko¨nnen Zusammenha¨nge hergestellt, Un-
terschiede pointiert und Schwierigkeiten gekla¨rt und erkla¨rt werden.
Bereits Diesterweg (1958) hat die Kraft der gegenseitigen Belehrung
und helfenden Aussprache zwischen Schu¨lerinnen und Schu¨lern als be-
deutsam hervorgehoben:
Wa¨hle dir bei dem Studium eines Lehrgegenstandes einen
Geistesverwandten oder einen oder mehrere lernbegierige Schu¨ler,
mit welchen Du denselben Gegenstand behandelst, besprichst,
durchdenkst! (...) Erst wenn wir zur mu¨ndlichen Mitteilung uns
veranlaßt sehen, wenn wir den Gegenstand der Individualita¨t des
anderen anpassen mu¨ssen, wenn wir etwa auch die Gegenbemer-
kungen und Einreden derselben vernehmen und zu widerlegen ha-
ben (...) erhebt sich der Gegenstand zum vollen Licht des Bewußt-
seins. Darum sucht der, der dies aus eigener Erfahrung weiß,
Gelegenheit, das still Gedachte in die Lautsprache zu u¨bertragen.
Dies setzt eine ho¨here Ta¨tigkeit voraus, also wenn man seine Ge-
danken bloß dem Papier anvertraut. Mit dem lebendigen Wort
wird auch der Gedanke erst recht lebendig. ([Diesterweg 1958],
S.48)
Saar (1992) schließt aus Diesterwegs A¨ußerungen, dass zur vertieften
und umfassenden Aneigung das Zusammenwirken der Schu¨lerinnen und
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Schu¨ler in der Gruppe no¨tig ist. Er geht sogar so weit, dass wirkli-
che Aneignung nur in der Einheit von individueller und zusammen-
wirkender (kooperativer) Ta¨tigkeit erreichbar ist. Er betont, dass das
Verbalisieren als solches sich positiv auf die eigene Handlungssicher-
heit und -bewußtheit auswirkt, da man dadurch feststellt, inwieweit
die Handlung beherrscht wird oder nicht. Dabei a¨ußern sich die Hand-
lungen in Gruppenarbeit als Momente der unmittelbaren Hilfe und Un-
terstu¨tzung so wie Momente der gegenseitigen Aktivierung, Stimulie-
rung, Kontrolle und Wertung.
• Konstruktivistische Lernumgebungen sollen die Artikulation und Refle-
xion der Problemlo¨sungsprozesse unterstu¨tzen. Neben der Ebene der
konkreten Problembearbeitung geht es also auch darum, eine Meta-
Sicht anzuregen in dem Sinne, dass Lernende Gedanken u¨ber die Wis-
sensinhalte von einem ho¨heren Standpunkt aus artikulieren, dass sie
u¨ber die eigenen Denk-, Arbeits- und Lernprozesse nachdenken und die-
se in Worte fassen. Eine so genannte
”
Metakognition“ versetzt Lernende
besser in die Lage, Wissen u¨ber die unmittelbare Situation hinaus zu
generieren und sich allgemeine Problemlo¨sungsstrategien anzueignen,
diese zu verfeinern und sich ihrer bewusst zu werden. Dieser Aspekt
beru¨cksichtigt sowohl die verbale wie auch die schriftliche Artikulation
und Reflexion, bezieht also die Dokumentation des Lernprozesses mit
ein. Dabei geht es auch hier nicht nur um das Aufnehmen von Ergeb-
nissen und fertigen Produkten, sondern im Sinne der Idee von Lernta-
gebu¨chern und Forschungsheften ([Hußmann 2003]; [Ruf/Gallin 1998])
auch um das Dokumentieren der Reflexion und der Besonderheiten des
eigenen Lernweges.
Freiraum zum Lernen schafft nicht nur die Grundlage, spezifisches Wissen
aktiv in das eigene Wissensnetz einzuweben und u¨bergreifende Strategien
zu erwerben, vielmehr ko¨nnen auch grundlegende psychische Bedu¨rfnisse des
Einzelnen in positiver Weise angesprochen werden ko¨nnen. Gerade darin se-
hen Deci/Ryan (1993) eine wichtige Basis fu¨r Motivation. Sie sehen aufgrund
mehrerer Studien die These besta¨tigt, dass
Motivation fu¨r qualititav hochwertige Leistungen dann am ho¨chsten
ist, wenn Kontrollbedingungen minimiert und die Unterstu¨tzung der
Autonomie optimiert werden. ([Deci/Ryan 1993], S. 223)
Danach muss es also einen Raum geben, in dem Lernende frei von Kontrolle
agieren und intellektuelle Arbeit verrichten ko¨nnen. Deci/Ryan nennen in ih-
rer Selbstbestimmungstheorie als zentrale Eckpfeiler jeglicher Motivation die
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folgenden drei psychischen Grundbedu¨rfnisse, die es zu befriedigen gilt (vgl.
[Deci/Ryan 1993], S. 229). Sie postulieren, dass jeder Mensch das Bestreben
hat nach:
• Autonomie und Selbstbestimmung,
• dem Erleben von eigener Kompetenz und Wirksamkeit und
• sich mit anderen Personen in einem sozialen Milieu verbunden zu fu¨hlen
(soziales Eingebundensein).
Fu¨r Deci/Ryan stehen diese Bedu¨rfnisse in enger Wechselwirkung mit intrin-
sischer wie extrinsischer Motivation. Intrinsisch motivierte Verhaltensweisen
sehen sie in erster Linie in Verbindung mit den Bedu¨rfnissen nach Kompetenz
und Selbstbestimmung, extrinsisch motivierte dagegen – vor allem wa¨hrend
ihrer Entwicklung – in Verbindung mit allen drei Bedu¨rfnissen. Fasst man
sie im Blick auf schulisches Handeln zusammen und will man ihnen gerecht
werden, so sollten Lernende sich in ihrer sozialen Gruppe als effektiv und
wirksam erleben und dabei perso¨nlich als autonom und initiativ erfahren
ko¨nnen.
Doch was heißt all dies konkret fu¨r die Praxis in der Schule? Den Ver-
such, Konstruktion und Instruktion auszubalancieren, vollziehen Lehrper-
sonen tagta¨glich, wenn sie entscheiden mu¨ssen, was sie den Schu¨lerinnen und
Schu¨lern vorgeben und was sie diese selber entdecken lassen. Das gilt fu¨r
die Unterrichtsvorbereitung ebenso wie fu¨r die spontane Reaktion im Unter-
richtsgeschehen. Und dabei empfinden viele die Ziele des Fachlichen einerseits
und die des Reifenlassens andererseits als widerspru¨chlich und gegenla¨ufig.
Das ist versta¨ndlich, wenn die inhaltlichen Ziele in erster Linie in Form der
curricularen Stoffkataloge wahrgenommen werden, die oft immens sind, und
andererseits die Zeit knapp ist. Deshalb verwundert es nicht, dass viele Lehr-
personen verleitet sind, eher ein Durchhetzen durch Stoffkataloge zu prak-
tizieren als dem Motto
”
Weniger ist mehr“ im Sinne des Exemplarischen
zu folgen, zumal sie sich dann gegebenenfalls u¨ber Vorgaben hinwegsetzen
mu¨ssen. Aber eben dieses Exemplarische ist notwendig, um ein Innehalten
zu ermo¨glichen, damit die Inhalte auch verstanden und durchdrungen werden
ko¨nnen. Im Unterricht mu¨ssen Raum und Zeit fu¨r solche individuellen kon-
struktiven Lernprozesse gewa¨hrt werden, damit Schu¨lerinnen und Schu¨ler an
eben diesen Inhalten auch allgemeine Kompetenzen und Fertigkeiten einu¨ben
und erwerben ko¨nnen. Auch Hefendehl-Hebeler (2004b) sieht diese widerstrei-
tenden Absichten. Ihrer Meinung nach liegt die Widerspru¨chlichkeit darin
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begru¨ndet, dass Inhalte und Bedeutungen nie mit ihren Darstellungen iden-
tisch sind, aber nur durch diese vermittelt werden ko¨nnen. Sie spricht hier
von einem
”
didaktischen Dilemma“ und fu¨hrt treffend aus:
Verstehen kann daher auch nicht einfach das Ergebnis einer Mit-
teilung sein; es gibt grundsa¨tzlich keine Methode der automatisch ge-
lingenden U¨bertragung von verstehendem Wissen, die Lehrende auch
nur einigermaßen erfolgssicher anwenden ko¨nnten. Dagegen kann man
aber den konstruktiven Verstehensprozess durch die eingesetzten un-
terrichtlichen Maßnahmen besser oder auch schlechter unterstu¨tzen.
Das stellt den Mathematikunterricht vor die Aufgabe, Lernumgebun-
gen zu konstruieren und zu moderieren, die zugleich Orientierungen
vermitteln, aber auch Spielra¨ume fu¨r die Eigenta¨tigkeit der Lernenden
ero¨ffnen; es kommt darauf an, ein fruchtbares Spannungsverha¨ltnis
zwischen Anleitung und Offenheit zu erzeugen und u¨ber einen la¨ngeren
Zeitraum auch aufrecht zu erhalten. ([Hefendehl-Hebeker 2004b], S.10)
Fu¨r viele Lehrpersonen sind solche Erkenntnisse und Forderungen in die-
ser Zuspitzung neu, bieten aber durchaus einen Erkla¨rungsrahmen fu¨r die
vielfachen, selbst beobachteten Lernprobleme vor allem hinsichtlich der feh-
lenden Nachhaltigkeit beim Lernen vieler Schu¨lerinnen und Schu¨ler. Deshalb
muss sich eine Unterrichtskultur, die im Wesentlichen von einem instrukti-
ven Vermitteln via Erkla¨ren und Weitergeben und vor allem Kontrollieren
gepra¨gt ist, vor der Aufgabe sehen, den Schwerpunkt zu verschieben und Un-
terrichtssequenzen zu integrieren, die einem
”
konstruktivistischen“ Lernen
verpflichtet sind. Es geht darum, Lernenden mehr Offenheit fu¨r freiheitliches
Tun sowohl zuzumuten, zuzutrauen und zu gewa¨hren, um den Na¨hrboden zu
schaffen, dass Lernende Forschergeist geba¨ren ko¨nnen. Jedoch du¨rfen solche
Forderungen nicht im abstrakten Raum allgemeiner Sentenzen verharren,
sondern mu¨ssen sich in konkreten Vorschla¨gen fu¨r den allta¨glichen Unter-
richt niederschlagen. Dabei spielt die Frage der Unterrichtsorganisation eine
wichtige Rolle, die im folgenden Abschnitt ero¨rert werden soll.
7.2 Zur Frage der Unterrichtsorganisation
Die theoretische Einsicht in die Notwendigkeit, den Unterricht zu o¨ffnen,
ist das eine – die praktische Realisierung das andere. Vielfach fehlen Ideen,
wie ein sta¨rker konstruktivistisch ausgepra¨gtes Arrangement im Unterricht
konkret aussehen kann.
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Wiechmann (2000) gibt einen theoretischen Orientierungsrahmen, der in
erster Linie zur Konzeption aber auch zur Reflexion von Unterricht dien-
lich ist. Basis fu¨r ihn ist der Grundsatz, dass Unterrichtsmethodik stets im
Wechselspiel mit den Inhalten stehen muss. Eine Entweder-Oder-Haltung
zwischen instruktiver Vermittlung oder konstruktiver Erarbeitung sollte es
nicht geben. Eher will er eine mo¨gliche Bandbreite unterrichtlichen Han-
delns beschreiben und pla¨diert fu¨r eine Vielfalt an Unterrichtsmethoden.
Die Mo¨glichkeiten dieser Vielfalt verankert er im Spannungsfeld zweier Ska-
len, die eine nennt er
”
gelenkt - autonom“ und die andere
”
expositorisch -
entdeckend“. So spezifiziert er das Handlungsfeld zwischen Instruktion und
Konstruktion. Wendet man dieses Schema auf den Mathematikunterricht an,
lassen sich diese beiden Skalen beschreiben als die Art der Fragestellung (
”
in-
nere Methode“) einerseits und die Art der Unterrichtsorganisation anderer-
seits (
”
a¨ußere Methode“) (vgl. Abbildung 7.1). Dieser Orientierungsrahmen
weist zugleich die Richtungen, in denen eine Vera¨nderung von Unterricht
vollzogen werden kann, wenn es darum gehen soll, die Bandbreite der Anfor-
derungen an Schu¨lerinnen und Schu¨ler zu erho¨hen - entweder la¨sst sich die
Art der Fragestellung oder die Unterrichtsform in Richtung einer versta¨rkten
Schu¨leraktivierung vera¨ndern.
Abbildung 7.1: Orientierungsrahmen zur Unterrichtsmethodik
Dieses Feld der Mo¨glichkeiten sei an einigen Beispielen erla¨utert: Links un-
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ten im Schema sind alle konvergenten, geschlossenen Aufgaben anzusiedeln,
bei denen Lo¨sungsweg und Ergebnis eindeutig bestimmt sind und die eng
gefu¨hrt vermittelt werden. Geht man auf dieser unteren Ebene weiter nach
rechts, so lassen sich viele traditionelle Freiarbeits- und U¨bungsmaterialien
einordnen. Die Aufgabenstellung bleibt eng auf eindeutige Lo¨sungen (z.B.
Kalku¨laufgaben) ausgerichtet, jedoch hat der einzelne Schu¨ler oder die ein-
zelne Schu¨lerin im Unterricht Raum und Zeit fu¨r deren Bearbeitung. Viele
Materialien zum Wiederholen und U¨ben bestimmter Themenfelder, die fu¨r
den außerunterrichtlichen Bereich angeboten werden (z.B. die meisten Lern-
programme) geho¨ren in diesen Bereich. Ganz anders dagegen ist der Weg
einer offenen Fragestellung in einem gelenkten Unterrichtsgespra¨ch, was im
Schema links oben anzusetzen wa¨re. Dieser Weg wird ha¨ufig beim tradi-
tionellen Unterricht gewa¨hlt, wenn zum Einstieg in ein neues Thema eine
offene Frage gestellt wird, deren Beantwortung aber in einem vorgeplanten
Lo¨sungsweg mu¨ndet und keinen Raum la¨sst fu¨r eventuelle alternative Wege
oder Erkenntnisse. Ein Beispiel ist die klassische Frage nach der Bestimmung
des Fla¨cheninhalts unter einer Kurve als Einstieg in die Integralrechnung.
Diese Frage ist fu¨r Schu¨lerinnen und Schu¨ler leicht zu erfassen und o¨ffnet ein
Tor zu vielen verschiedenen Wegen, Ideen und Ansa¨tzen. Ha¨ufig wird diese
Vielfalt aber schnell auf einen von der Lehrperson vorgedachten Weg kanali-
siert, wobei im Extremfall jegliche alternativen Ansa¨tze nicht weiter beachtet
oder verfolgt werden.
Eine weitgehende Unterrichtso¨ffnung – im Schema oben rechts anzusiedeln
– erfolgt bei einer kreativen, offenen Fragestellung in einer Selbststa¨ndigkeit
fo¨rdernden Lernumgebung, in der die Schu¨lerinnen und Schu¨ler die Freiheit
und den Raum haben, Art und Weise des Lo¨sungsweges selbst zu bestim-
men. Einen solchen Weg beschreibt Hußmann (2002) mit dem Einsatz inten-
tionaler Probleme (auch ([Hußmann 2003]). Das Ziel dieser Konzeption ist,
durch offene Fragen Schu¨lerinnen und Schu¨ler anzuregen, selbst Mathematik
zu entdecken und zu entwickeln. Gemeint sind Problemstellungen, zu denen
Schu¨ler und Schu¨lerinnen sinnvolle Fragen entwickeln, diese zu beantworten
versuchen und aus den Erfahrungen und Reflexionen der Beantwortung auf
eine dahinter liegende allgemeine Theorie schließen.
Andere Wege lassen sich ebenfalls rechts oben im Schema einordnen. Es sind
die leicht zu erfassenden,
”
einfachen“ Fragen, die aber ein weites Feld an
Mathematik o¨ffnen und fu¨r deren Bearbeitung die Schu¨lerinnen und Schu¨ler
la¨ngere Zeit brauchen. Zur Bearbeitung solcher Fragen sind gegebenenfalls
eine oder mehrere Unterrichtsstunden no¨tig, insbesondere wenn zusa¨tzlich
eine zufriedenstellende Dokumentation der Arbeit gefordert ist. Dazu geho¨ren
Fragen wie:
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•
”
Entwirf ein Weinglas!“ zum Abschluss der Differential-
und Integralrechnung im Grund- oder Leistungskurs
([Barzel/von Saint-George 2003])
•
”
Was verbirgt sich hinter Taylor?“ – als Aufforderung, selbststa¨ndig
am Computeralgebrasystem sowohl die graphische Bedeutung der Tay-
lorschen Formel herauszufinden als auch aufgrund spezieller Taylorpo-
lynome auf eine allgemeine Formel zu schließen. ([Barzel 1991])
Die Richtung
”
Art der Fragestellung“ wird vielfach als einzige Mo¨glichkeit
wahrgenommen, Unterricht zu o¨ffnen und zu vera¨ndern. Darauf weist auch
Leuders (2001) kritisch hin und stellt heraus, dass vielfach allein Aufgaben
den thematischen Verlauf des Mathematikunterrichts gliedern und als we-
sentliches und einziges Medium der Kommunikation u¨ber Mathematikun-
terricht dienen. Dabei ist jedoch die zweite Richtung ebenso wichtig. Ei-
ne scho¨ne Aufgabe allein a¨ndert nicht die Unterrichtskultur, sie kann so-
gar im Korsett einer eng gefu¨hrten Fragekette an Niveau hinsichtlich der
Schu¨leranforderungen verlieren. Zudem ist die Gefahr in einem fragend-
entwickelnden Lehrer-Schu¨ler-Gespra¨ch groß, dass der Gespra¨chsverlauf al-
lein durch den von der Lehrperson favorisierten Lo¨sungsweg bestimmt wird,
ohne dass alternative Ideen und Ansa¨tze von Lernenden zum Zuge kommen.
Auf diese Gefahr verweisen verschiedene Forscher im Bereich der Mathema-
tikdidaktik aufgrund qualitativer Untersuchungen traditioneller Unterrichts-
stunden (vgl. [Hefendehl-Hebeker 2003]; [Voigt 1984]).
Unterrichtsmethodik gera¨t heutzutage schnell in den Verdacht, als Allheil-
mitel zur Kompetenzsteigerung u¨berbewertet zu werden. So propagiert etwa
Klippert (2000) Methoden zur Teamentwicklung im Klassenraum, die helfen
sollen, klassisch fragend-entwickelnden Unterricht aufzubrechen zu Gunsten
von schu¨lerzentrierten Aktionsformen. A¨hnliche Methoden werden auch im
Rahmen des kooperativen Lernens von Green/Green (2005) empfohlen, hier
jedoch theoretisch fundiert und reflektiert aufgrund 30-ja¨hriger Begleitfor-
schung auf unterschiedlichen Ebenen.
So hilfreich solche allgemeinen Anregungen fu¨r die Gestaltung des Unterrichts
sein mo¨gen, so unabdingbar ist es, diese zuna¨chst leeren Geba¨ude mit inhalt-
lichem Leben des einzelnen Faches zu fu¨llen und Lehrpersonen vor Ort mit
dieser Aufgabe nicht allein zu lassen. So geho¨ren enge, konvergente Aufgaben
nicht in den Rahmen einer Gruppenarbeit; in einem methodisch u¨berho¨hten
Gruppenarbeits-Arrangement geraten sie zur Peinlichkeit. Gruppenarbeit ist
nur dann ada¨quat, wenn es sinnvoll ist, gemeinschaftlich an der Lo¨sung eines
Problems zu arbeiten. Nur wenn es – um mit Blankertz (1974) zu sprechen
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– einen Implikationszusammenhang zwischen den Inhalten und der Metho-
dik von Unterricht gibt, ko¨nnen einzelne Methoden ihr Potenzial fu¨r den
Lernprozess wirklich entfalten. Und wenn man sich dann entsprechend der
gewa¨hlten Aufgabe fu¨r einen Zugang mit Gruppenarbeit entschieden hat, hel-
fen Anregungen zur Organisation, um diese Gruppenarbeit selbst sowie die
Pra¨sentation zeito¨konomisch und anregend zu gestalten. Ein solcher Orga-
nisationsrahmen sichert Lernenden den no¨tigen Freiraum zur eigensta¨ndigen
Arbeit und schu¨tzt sie vor der Dominanz der Lehrperson. Dies ist zum Bei-
spiel wichtig, um bei der Problemlo¨sung nicht zu sehr in die Richtung des
von der Lehrperson pra¨ferierten Lo¨sungsweges gedra¨ngt zu werden.
Beispiele fu¨r einen solchen Organisationsrahmen bieten die bereits genannten
Formen des kooperativen Lernens, wie Gruppenpuzzle, Stationenzirkel und
Lernwerkstatt. Die Lernwerkstatt nimmt bei diesen Unterrichtsformen noch
zusa¨tzlich eine Sonderrolle ein, da sie sich u¨ber einen la¨ngeren Unterrichts-
zeitraum erstreckt und nicht nur auf eine oder wenige Unterrichtsstunden
begrenzt ist. Dabei wird ein noch gro¨ßerer Teil an Verantwortung fu¨r den
Lernprozess in die Ha¨nde der Lernenden selbst gelegt. Fu¨r alle diese Organi-
sationsformen gilt, dass sie Hilfen darstellen, um Gruppenunterricht sowohl
praktikabel als auch effizient zu gestalten. Diese Hilfen sind insbesondere
wichtig fu¨r Lehrende, die in ihrer eigenen Biographie sowohl als Lernende
wie Lehrende immer nur frontal gefu¨hrte Vermittlung erlebt haben und so
keine Vorstellung einer klar strukturierten, stringenten, schu¨lerzentrierten
Arbeitsform entwickeln konnten.
7.3 Was ist eine Lernwerkstatt?
Der Begriff
”
Werkstatt“ steht im herko¨mmlichen Sinn fu¨r einen Ferti-
gungsort, an dem vorwiegend in handwerklicher manueller Ta¨tigkeit Ge-
brauchsgu¨ter gefertigt werden. Diese enge Begriffsbestimmung hat aber schon
immer eine Erweiterung erfahren. So bema¨chtigen sich seiner ganz andere Be-
reiche wie zum Beispiel die Kunst, die Musik, die Literatur, die Philosophie
und nicht zuletzt die Pa¨dagogik und Didaktik.
Allen Bedeutungen ist gemeinsam, dass
”
Werkstatt“ stets mit intellektuel-
ler, praktischer und kreativer Arbeit verbunden ist, deren Ziel es ist, ein auf
den
”
Abnehmer“ zugeschnittenes
”
Produkt“ zu erzeugen. Dabei wird
”
Werk-
statt“ entweder als eine Konzeption und Methode oder als eine Handlungs-
und Aktionssta¨tte (z.B. ein Raum, ein Fortbildungszentrum) gesehen. Pal-
lasch/Reimers (1997) verstehen den Begriff
”
Werksta¨tten“ im weiteren Sinne
als Methode, die zuna¨chst im gesellschafts-politischen Bereich als
”
Zukunfts-
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werksta¨tten“ und im industriellen Bereich als
”
Lernsta¨tten“ aufkamen, bevor
sie auch im schulischen Bereich - dort vor allem in der Grundschule - adaptiert
wurden. Dementsprechend definiert Pallasch eine Werkstatt sehr allgemein
als:
..eine an pa¨dagogisch-pschologischen Methoden orientierte Ver-
anstaltungsform, die als Gegenentwurf zu referentenorientiertem Leh-
ren, Lernen und Arbeiten versucht, u¨ber die aktive Beteiligung ihrer
Teilnehmerinnen und Teilnehmer an der Erarbeitung einer Thema-
tik die Ergebnisse in konkretes betriebliches, (gesellschafts-)politisches,
pa¨dagogisches usw. Handeln umzusetzen. Sie ist nicht an eine be-
stimmte Thematik gebunden (...) Werkstatt -bzw. workshoporientierte
Arbeit versteht sich als Gegenentwurf zum referentenorientierten Ler-
nen in der Erwachsenenbildung oder zum lehrerzentrierten Unterrich-
ten in den Schulen. ([Pallasch/Reimers 1997], S.132)
Im Unterschied dazu sieht Bo¨nsch (2000) eine
”
Werkstatt“ als einen festen
Ort, als einen
(...) Lernort innerhalb einer Schule oder Hochschule (...), der durch
seine Ausstattung mit Gera¨ten (Werkzeugen) und Materialien es
ermo¨glicht, Lernen als Werken und Wirken, als Produzieren und Ge-
stalten, Experimentieren und Erproben, als Handeln und Lernen mit
allen Sinnen zu realisieren und dies in vornehmlich individuell und
kooperativ initiierter Weise ([Bo¨nsch 2000], S.5)
Solche Lernwerksta¨tten als feste Orte, wie sie hier anklingen, finden sich
insbesondere in Grundschulen und Hochschulen. In Grundschulen ist es ent-
weder ein eigener Raum fu¨r alle Jahrga¨nge oder es ist der jeweilige Klassen-
raum, der fu¨r alle Fa¨cher als Werkstatt gestaltet ist und in dem der Unterricht
entsprechend gestaltet wird. In Hochschulen sind es feste Ra¨ume, in denen
Lehrpersonen, ku¨nftige wie gegenwa¨rtige, und auch Schu¨lerinnen und Schu¨ler
zusammen kommen, um gemeinsam Unterrichtsmaterial zu entwickeln, zu er-
stellen und damit zu arbeiten.
Die historischen Vorbilder fu¨r
”
Lernwerksta¨tten“ sind vielfa¨ltig. Viele Re-
formpa¨dagogen haben die eigene Erfahrung und das Erleben und Verar-
beiten von Pha¨nomenen als Ausgangspunkt des Lernens gefordert (z.B.:
[Freudenthal 1973], [Wagenschein 1983], [Hansen-Schaberg/ Schonig 2002]).
Fu¨r
”
Lernwerksta¨tten“, wie sie heute meist verstanden werden, lassen sich
im Wesentlichen zwei Personen als historische Vorbilder nennen: John Dewey
und Helen Parkhurst.
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• Fu¨r den Philosophen John Dewey (1859 – 1952) ist
”
experience“ der
zentrale Begriff, der auch die zahlreichen Schriften zu Erziehungs- und
Schulfragen pra¨gt (zitiert nach [Neubert 2004]). In
”
School and Socie-
ty“ beschreibt er Erfahrungen in seiner 1896 gegru¨ndeten Chicagoer
”
Laboratory school“ und gibt eine erste theoretische Fundierung dieser
Schulidee. Nach Dewey gilt fu¨r die Schule :
Als ein Ort des Lernens wird sie nach dem Modell des ≫La-
bors≪ (im weiten Sinne dieser Metapher) gestaltet, womit ein Ler-
nen durch aktives Experimentieren, Konstruieren, Ausprobieren,
Beobachten und Diskutieren in Kooperation mit anderen Lernen-
den besonders betont wird. ([Neubert 2004], S.10)
Damit sind bereits konstitutive Elemente der spa¨teren
”
Lern-
werksta¨tten“ beschrieben.
• Die von Helen Parkhurst (1887 – 1973) gegru¨ndete Schule in Dalton,
Massachussetts, und die danach bezeichnete Konzeption
”
Daltonplan“
geht ebenfalls von der Idee von
”
Laboratorien“ aus, in denen sich die
Heranwachsenden in konstruktiven Problemlo¨sungen als lernfa¨hig er-
fahren ko¨nnen. Dabei bezieht sich Parkhurst nicht nur auf John De-
wey, sondern wesentlich auch auf Maria Montessori, deren Ideen sie
in den USA verbreitet und auf den Sekundarbereich ausgeweitet hat
([Popp 1995]).
Das Konzept des Daltonplanes ([Parkhurst 1922]) ist offen insofern, als dass
weder bestimmte Methoden noch strikte Regeln vorgegeben werden. Grund-
lage sind lediglich die folgenden vier Prinzipien:
• Freiheit: Hiermit ist nicht uneingeschra¨nkte Freiheit sondern Wahl-
freiheit gemeint wie freie Wahl des Platzes, der Methode in Bezug auf
die Quellen des Wissenserwerbs, freie Zeiteinteilung, und freie Wahl der
Interaktionsform (Einzel-, Partner- oder Gruppoenarbeit).
• Verantwortung: Der Schu¨ler bzw. die Schu¨lerin ist selbst verantwort-
lich fu¨r die eigene Arbeit und deren Fortschritt. Die Gestaltung des Un-
terrichts soll so ein, dass im Einzelnen das Bewusstsein geweckt wird,
dass das Lernen
”
eigene Sache“ ist und nicht die der Lehrperson. Die-
ses Prinzip hat Auswirkungen auf die Lehrerrolle: Die Lehrperson zieht
sich von der traditionell
”
dominanten“ Rolle zuru¨ck und greift nur noch
bei Bedarf helfend und beratend ein.
7.3. WAS IST EINE LERNWERKSTATT? 121
• Zusammenarbeit: In der Arbeit mit anderen, fu¨r die sich das Kind
bzw. der Jugendliche selbst entscheiden muss, lernt man den anderen zu
respektieren, die eigene Meinung zu formulieren und diese vor anderen
zu vertreten. Dadurch werden die eigenen Gedanken sta¨rker konturiert
und pointiert.
• Selbstta¨tigkeit: Die Schu¨ler und Schu¨lerinnen sind fu¨r das Gelin-
gen ihrer Arbeit selbst verantwortlich und mu¨ssen die ihnen dafu¨r zur
Verfu¨gung stehende Zeit auch eigenverantwortlich einteilen.
Es gibt noch heute eine Vielzahl von Schulen, die nach den Grundsa¨tzen
des Daltonplans unterrichten - vor allem in den Niederlanden und England
([Thiel 2003]).
Schon Helen Parkhurst hat bewusst den Versuch unternommen,
”
Labora-
torien“ nicht nur im Grundschul- sondern auch im Sekundarschulbereich zu
etablieren. Trotzdem finden sich heutzutage die meisten Lernwerksta¨tten im-
mer noch in Grundschulen. Eine wichtige Ursache fu¨r die geringe Verbreitung
im Sekundarbereich ist sicherlich die Aufgliederung in Fachunterricht an den
weiterfu¨hrenden Schulen. Verbunden damit ist, dass es wa¨hrend eines Schul-
tages einen ha¨ufigen Lehrerwechsel gibt und eine Taktierung auf 45 Minuten-
Einheiten strukturell vorgegeben ist. Beides erschwert die Realisierung von
Lernwerksta¨tten. Dennoch gibt es immer mehr Kolleginnen und Kollegen, die
versuchen, die Idee der Lernwerksta¨tten trotz der strukturellen Hu¨rden in ih-
rem Fachunterricht zu realisieren. Diesem Bestreben mag die Erfahrung zu
Grunde liegen, dass Schu¨lerinnen und Schu¨ler ha¨ufig selbststa¨ndige Arbeits-
formen aus der Grundschule gewo¨hnt sind, diese aber an der weiterfu¨hrenden
Schule wieder verlernen. Denn dort herrscht eine Unterrichtskultur vor, die
Lehrenden und Lernenden wenig Freiraum und Handlungsspielraum im Lehr-
und Lernprozess la¨sst. Insbesondere in der Schweiz gibt es aktive Kollegien,
die mit dem Einsatz von Lernwerksta¨tten die schulische Unterrichtskultur
im gegebenen strukturellen Rahmen zu bereichern versuchen ([Weber 1998],
[Barzel/von Saint-George/ Weller 2000]) und aufgrund ihrer positiven Erfah-
rungen entsprechende Fortbildungen anbieten. Die Ursprungsidee fu¨r die hier
entwickelte und untersuchte Lernwerkstatt ist aufgrund solcher Anregungen
entstanden.
Doch was macht eine Lernwerkstatt als Unterrichtsmethode aus? Hier hilft
der Blick auf die Merkmale, die Pallasch/Reimers (1997) als konstitutive
Elemente einer Werkstatt allgemein nennen. Zuna¨chst gilt die Lernwerkstatt
als ein Rahmen, konstruktivistisches Lernen zu realisieren. Sie soll Raum fu¨r
Interaktion und Kommunikation bieten, wobei der Lern- und Arbeitsprozess
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aktiv mitbestimmt wird. Zur Konkretisierung nennen Pallasch/ Reimers vier
Prinzipien:
1. Partizipationsprinzip: Alle Mitglieder der Werkstatt ko¨nnen aktiv
ihr Wissen, ihr Interesse und ihre Fa¨higkeiten einfliessen lassen. Da-
durch haben sie die Mo¨glichkeit, Verlauf und Ergebnis der Werkstatt-
arbeit unmittelbar zu beeinflussen. Dies geschieht im geschu¨tzten Rah-
men der Kleingruppe. Da ist die Lernatmospha¨re entspannt, Ideen
ko¨nnen angstfrei gea¨ußert werden. So ko¨nnen Selbstsicherheit und der
Glaube an die eigenen Begabungen wachsen.
2. Strukturierungsprinzip: Die Arbeit in der Werkstatt sollte klar
strukturiert und transparent sein, um Klarheit und Orientierung
wa¨hrend der Arbeit zu gewa¨hrleisten. Dies kann zum Beispiel erfol-
gen, iondem die einzelnen Phasen mit ihren verschiedenen Funktionen
erkla¨rt werden (wie Vorbereitungs- und Informationsphase, Arbeits-
phase, Pra¨sentations- und Reflexionsphase). Zudem ist von allen Be-
teiligten eine bestimmte Lern- und Arbeitsdisziplin gefordert, um eine
angemessene Arbeitsatmospha¨re fu¨r alle Beteiligten zu sichern.
3. Ganzheitsprinzip: Nach demMotto
”
Das Ganze ist mehr als die Sum-
me seiner Einzelteile“ wird gefordert, dass die Thematik mo¨glichst in
ihrer Ganzheit mit unterschiedlichen Facetten und Zuga¨ngen dargebo-
ten wird. Damit kann das Thema auf vielfa¨ltigen, unterschiedlichen
Wegen erarbeitet und verschiedene Lernpra¨ferenzen und -typen ange-
sprochen werden. Damit ist sowohl Ganzheit im Sinne einer inhaltli-
chen Fu¨lle gemeint wie auch eine Fu¨lle an verschiedenen Darstellungs-
ebenen. Eine erste Orientierung in Bezug auf die Darstellungsebenen
gibt Bruner (1974) mit den Bereichen
”
enaktiv, ikonisch und symbo-
lisch“. Auch die Ausweisung von verschiedenen Lerntypen, wie Vester
(2001) oder Hu¨holdt (1993) sie beschreiben, kann eine Hilfestellung
sein, eine mo¨gliche Vielfalt zu gestalten (z.B.visuell, auditiv, audio-
visuell, abstrakt-verbal). Dabei sind natu¨rlich durch die thematischen
Gegebenheiten bestimmte Grenzen gegeben, die es jedoch immer wie-
der zu bedenken gilt, um starre Beschra¨nkungen zu vermeiden. Fu¨r
den Mathematikunterricht wird dieses Prinzip greifbar in der Forde-
rung, alle im Rahmen der Thematik mo¨glichen mathematischen Re-
pra¨sentationsformen wie auch die verschiedenen Grundvorstellungen
zum jeweiligen Begriff einzubeziehen (vgl. 5.3).
4. Balanceprinzip: Eine Werkstatt sollte in verschiedener Hinsicht
”
in
Balance sein“. Auch wenn jede Werkstatt ein Ergebnis anstrebt, sollte
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dieser Blick aiuf das Ergebnis nicht das aktuelle Erleben des Prozes-
ses schma¨lern. Der Erkenntnisgewinn sollte sich nicht nur auf das neue
fachliche Wissen beziehen, sondern auch auf das eigene Lernverhal-
ten, die eigenen Fa¨higkeiten und sozialen Kompetenzen. Ein Balance-
akt obliegt sicherlich auch dem/der Moderator/in, wenn einerseits den
Teilnehmern/innen mehr Freiheiten zugesprochen werden und er/sie
andererseits darauf zu achten hat, dass das angestrebte fachliche Ziel
nicht verfehlt wird.
In diesen Prinzipien spiegeln sich die oben ausgefu¨hrten Merkmale konstruk-
tivistischer Lernumgebungen wieder (vgl. Seite 109). So la¨sst sich im Partizi-
pationsprinzip das Merkmal des sozialen Kontextes erkennen oder das Ganz-
heitsprinzip als eine Konkretisierung der Forderung nach Komplexita¨t und
Authentizita¨t deuten. Der Wert dieser Lernwerkstatts-Prinzipien gegenu¨ber
den theoretischen Merkmalen konstruktivistischer Lernumgebungen liegt im
Grad der Konkretisierung, was fu¨r die Konzeption des Unterrichtsmaterials
hilfreich ist. Aus diesem Grund werden im folgenden Kapitel die didaktischen
Anmerkungen zum konkreten Material der hier untersuchten Lernwerkstatt
nach diesen vier Prinzipien strukturiert.
7.4 Die Entscheidungen bei der hier vorlie-
genden Lernwerkstatt
Wie bereits in Kapitel 5 ausgefu¨hrt, ging es bei der hier untersuchten Lern-
werkstatt um die Erarbeitung der Kriterien zur Untersuchung von (ganz-
rationalen) Funktionen. Dabei war oberstes Ziel, dass die Schu¨lerinnen
und Schu¨ler sowohl verschiedene Kriterien kennen lernen als auch einen
souvera¨nen Umgang und das Zusammenspiel der Kriterien einu¨ben, da-
mit sie je nach Problemstellung das ada¨quate Mittel zur Untersuchung
anwenden ko¨nnen. Dabei werden ihnen die einzelnen Aspekte zur Funk-
tionsuntersuchung in Form von
”
Bausteinen“ oder
”
Stationen“ dargebo-
ten, die es a¨hnlich einem
”
Stationenzirkel“ zu bearbeiten gilt. Im Un-
terschied zu einem
”
Stationenzirkel“ erstreckt sich die hier untersuch-
te Unterrichtsseqeunz auf eine la¨ngere Zeit von mindestens 15 Unter-
richtsstunden. Neben dem Schu¨lerarbeitsheft gibt es ein Lehrerarbeits-
heft ([Barzel/Fro¨hlich/Stachniss-Carp 2003]) mit zusa¨tzlichen Materialien
fu¨r einzelne Stationen, Lo¨sungen und Klausurvorschla¨ge (vgl. Kapitel 6.5).
Fu¨r die konkreten Entscheidungen bei der Konzeption der Lernwerkstatt
waren die bereits beschriebenen vier Prinzipien nach Pallasch/Reimers (1997)
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leitend: Partizipations-, Strukturierungs-, Ganzheits- und Balanceprinzip.
Partizipationsprinzip
Die Arbeit mit der Lernwerkstatt erfolgt in Kleingruppen von 4-5
Schu¨lerinnen und Schu¨ler. Aus der Erfahrung wa¨hrend der Pilotierung wird
eine heterogene Gruppeneinteilung hinsichtlich Leistungsvermo¨gen und Ge-
schlecht empfohlen. Die Arbeit erstreckt sich u¨ber eine lange Zeit von ca.
sechs Wochen. Wa¨hrend dieser langen Zeit wa¨re bei leistungshomogenen
Gruppen die Gefahr einer Niveau-Differenz unno¨tig groß. Auch innerhalb lei-
stungsheterogenen Gruppen ko¨nnen individuelle Fa¨higkeiten ausgebildet und
gefo¨rdert werden. Zudem erlaubt eine leistungs-gemischte Gruppierung ein
gegenseitiges Helfen, Erkla¨ren und Unterstu¨tzen und so gemeinsames Wei-
terentwickeln.
Jeder Schu¨ler und jede Schu¨lerin erha¨lt ein Heft mit den Arbeitsauftra¨gen fu¨r
die unterschiedlichen Bausteine bzw. Stationen. Den unterrichtenden Lehr-
person wird im Begleitheft empfohlen, die Schu¨lerinnen und Schu¨ler zu mo-
tivieren, die Verantwortung fu¨r den Lernprozess der Gruppe wie den eigenen
bewusst als Herausforderung anzunehmen.
In diesem Zusammenhang kann auch das Besprechen der Kriterien zur Be-
wertung der Gruppenarbeit hilfreich sein. Als Orientierungsvorschlag wurde
in das Lehrerbegleitheft eine U¨bersicht aufgenommen, welche Kriterien zur
Bewertung herangezogen werden ko¨nnen. Dabei werden sowohl die Aspekte
bezu¨glich der Arbeit des Einzelnen wie der Gruppe in Betracht gezogen.
Partizipation der einzelnen Schu¨lerinnen und Schu¨ler ist auf verschiedene
Weise mo¨glich, sie ko¨nnen sich auf verschiedene Weise einbringen und die
Gruppenarbeit mitgestalten. Zuna¨chst gilt es, den jeweiligen Weg durch die
Lernwerkstatt zu bestimmen und die Arbeit mitsamt der Hausaufgaben fest-
zulegen. Zu achten ist auf Stringenz und Effektivita¨t der Arbeit, um den
geforderten Stoff in der gegebenen Zeit bewa¨ltigen zu ko¨nnen. Bei Schwie-
rigkeiten und Fragen mu¨ssen geeignete metakognitive Strategien zur Pro-
blemlo¨sung entwickelt werden. Dazu geho¨ren zum Beispiel neben einem er-
neuten Durchdenken der Materie unter einer anderen Persepketive auch die
Mo¨glichkeiten des Nachschlagens in Schulbu¨chern oder Lexika (die im Klas-
senraum ausliegen sollen) oder gezieltes Nachfragen. Es werden hier also
metakognitve Strategien sowohl deklarativ als auch exekutiv im Sinne von
Christmann/Groeben (1999) benutzt, d.h. die Schu¨lerinnen und Schu¨ler sind
angehalten, sowohl den Lernprozess zu reflektieren ud zu beschreiben als
auch das Wissen darum konkret in das strategische und planvolle Handeln
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einzubeziehen (vgl. auch [Sjuts 2003]).
Strukturierungsprinzip
Um die Stuktur der Arbeit in der Werkstatt transparent zu machen, erhal-
ten die Schu¨lerinnen und Schu¨ler auf der ersten Seite des Schu¨lerheftes eine
graphische U¨bersicht u¨ber mo¨gliche Wege durch die Lernwerkstatt. Dabei
werden auch Phasen deutlich erkennbar. In einer ersten Phase geht es um die
Erarbeitung der Bausteine W und A als Vertiefung zum Ableitungsbegriff,
bevor die Arbeit an E, L, K, S, N und R zur Erarbeitung neuer Aspekte der
Funktionsuntersuchung beginnt. Daran schließt sich eine Phase des gemein-
samen Sammelns im Kursverband an, um Zwischenergebnisse zu besprechen
und zu sichern. Hier ist auch Raum fu¨r eventuell notwendige Korrekturen
und das Kla¨ren offener Fragen. Der unterrichtenden Lehrperson wird emp-
fohlen, dass die Ergebnisse der einzelnen Stationen von einzelnen Gruppen
pra¨sentiert werden. Damit alle
”
das Ganze“ im Auge behalten und sich nicht
fru¨hzeitig auf den zu pra¨sentierenden Baustein fixieren, sollte erst eine Unter-
richtsstunde vor der Pra¨sentationsphase per Los entschieden werden, welche
Gruppe was vorstellt.
Um den konkreten Stand des Arbeitsprozesses in der ganzen Klasse bzw. dem
ganzen Kurs fu¨r alle transparent zu machen, ist im Lehrerheft eine Tabelle als
Vordruck gegeben, in der die einzelnen Gruppen ihren Arbeitsstand eintragen
ko¨nnen. Diese Tabelle soll im Klassenarum ausgeha¨ngt werden und macht fu¨r
alle sichtbar, welche Bausteine schon von welcher Gruppe bearbeitet wurden.
Ganzheitsprinzip
Die Schu¨lerinnen und Schu¨ler erhalten mit dem Arbeitsheft sa¨mtliche Aufga-
ben von Beginn der Lernwerkstatt an. Damit wird die Funktionsuntersuchung
von Beginn an in ihrer Vielfalt und Reichhaltigkeit an Untersuchungskrite-
rien dargeboten und der einzelne Bereich bzw. hier Baustein bleibt immer
mit dem Ganzen verbunden. Dadurch soll erleichtert werden, die Funktions-
untersuchung als das zu vermitteln was sie ist – ein Gefu¨ge unterschiedlicher
Kriterien, die souvera¨n je nach Situation angewendet und verbunden werden
ko¨nnen.
Die Ganzheit der Thematik soll auch dadurch erreicht werden, dass alle ma-
thematischen Repra¨sentationen und damit die verschiedenen Zuga¨nge einbe-
zogen werden. Dies ebnet den Weg, die eigenen Pra¨ferenzen zu erfahren und
zu erleben. So werden bei den Aufgabenstellungen grundsa¨tzlich – soweit
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sinnvoll und mo¨glich – immer die drei Darstellungsarten graphisch-visuell,
numerisch-tabellarisch und formal-symbolisch einbezogen (vgl dazu auch die
Ausfu¨hrungen in 5.3.1 und 6.4.1). Zum anderen bietet Baustein A bewusst
ein Experiment (vgl. Seite 24), um auf diese Weise einen enaktiven Zugang
zum Ableitungbegriff einzubeziehen und die Grundlegung des Zusammen-
hangs zwischen Graphen von Funktionen und deren Ableitungen auch als
reale Erfahrung zu ermo¨glichen.
Balanceprinzip
Um den Fokus der Lernenden nicht nur auf das Produkt sondern ebenso
auf den Prozess zu richten, muss der Blick der Lernenden auf den eigenen
Lernprozess angeregt werden. Um dies zu erreichen und die individuellen
Wege scha¨tzen zu lernen, ist es wichtig, dass Reflexion verbalisiert und do-
kumentiert wird. Dies geschieht im Rahmen der Lernwerkstatt durch die
Empfehlung, dass die Schu¨lerinnen und Schu¨ler ein Lerntagebuch zur Arbeit
mit der Lernwerkstatt verfassen sollen. Als Hilfestellung und Orientierung fu¨r
Lernende und Lehrende, denen diese Form der Dokumentation noch fremd
ist, dient die Kopiervorlage
”
Musterblatt fu¨r die Dokumentation“ (vgl. An-
hang A) im Lehrerheft, die vor der Arbeit mit der Lernwerkstatt im Plenum
besprochen werden kann. Dadurch gewinnt die begleitende Lehrperson ei-
ne wichtige Grundlage, die einzelnen Wege nachzuvollziehen und eventuell
korrigierend und richtungsweisend einzuwirken.
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Das hier beschriebene Projekt fu¨hlt sich dem Anliegen von Mathematikdi-
daktik als
”
Design science“ verpflichtet und stellt demnach das Wechselspiel
zwischen Entwerfen, Erforschen und Weiterentwickeln von Unterricht und
Unterrichtsmaterial ins Zentrum. Nachdem im ersten Teil die theoretischen
Grundlagen der Unterrichtssequenz – hier fu¨r die Lernwerkstatt zum Ein-
stieg in die Funktionsuntersuchung mit integriertem Rechnereinsatz – darge-
legt wurden, geht es im nun folgenden zweiten Teil um die Evaluation dieser
Lernwerkstatt. Zuna¨chst wird die Konzeption der Studie (Kapitel 8) darge-
stellt. Ausgehend von der Forschungsfrage (Kapitel 8.1) wird der Aufbau der
Studie mit der Aufteilung in eine qualitative und eine quantitative Studie
entwickelt (Kapitel 8.2). Im Anschluss daran werden die Ergebnisse und Er-
kenntnisse aus der Auswertung der Teilstudien dargelegt. Kapitel 9 richtet
den Blick auf die qualitative Teilstudie, Kapitel 10 widmet sich der quantita-
ven Teilstudie. Diese Einzelstudien sind keineswegs unabha¨ngig voneinander
abgelaufen, sondern es ist insbesondere die quantitative Teilstudie stark von
den Erfahrungen und Ergebnissen der qualitativen Teilstudie gepra¨gt. Das
Kapitel 11 bildet den Abschluss mit einem Resumee der Gesamtstudie und
einem Ausblick auf mo¨gliche Anschlussprojekte.
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Kapitel 8
Zur Konzeption der Studie
Das Wechselspiel zwischen Entwerfen, Erforschen und Weiterentwickeln von
Unterricht und damit der Bru¨ckenschlag zwischen Theorie und Praxis wird
in neuerer Zeit von Mu¨ller/Steinbring/Wittmann (1997) mit der Sicht von
Mathematikdidaktik als
”
Design science“ neu belebt und bildet auch den
Rahmen fu¨r das hier beschriebene Projekt. Was verbirgt sich hinter diesem
Schlagwort? Origina¨r findet sich der Begriff im Bereich des Industriedesigns
und bezeichnet das Bemu¨hen um Optimierung der a¨ußeren Gestalt indu-
strieller Produkte. Dabei geht es um die Gu¨te der Produkte als Grundla-
ge fu¨r gute Absatzmo¨glichkeiten. Damit ist klar, dass nicht nur a¨sthetische
Maßsta¨be za¨hlen, sondern wesentlich auch Aspekte der Praktikabilita¨t und
der Nu¨tzlichkeit des jeweiligen Produkts eine wichtige Rolle spielen. Ein Pro-
dukt muss sich im allta¨glichen Einsatz bewa¨hren und zu den Menschen mit
ihren Bedu¨rfnissen und Gewohnheiten passen, damit es leicht in individuelle
Handlungen integriert werden kann und der Nutzer sich unterstu¨tzt fu¨hlt.
Bei der Recherche zu
”
Design Science“ fallen zwei Grundsa¨tze auf, die in den
unterschiedlichsten Industriebereichen auszumachen sind. Sie lassen sich mit
den Slogans
”
Form follows function“1 und
”
Fitting the products to the peo-
ple“ 2 beschreiben. Auch wenn der Vergleich zwischen Industrieproduktion
und Unterrichtsentwicklung merkwu¨rdig anmutet, so ist doch die Parallelita¨t
der Sichtweise unverkennbar. A¨sthetische Maßsta¨be gelten fu¨r beide Bereiche.
1Dieser Slogan geht zuru¨ck auf den US-amerikanischen Architekten Louis Henri Sullivan
(1856 – 1924). Er formulierte diesen Grundsatz in dem Artikel
”
The Tall Office Building
Artistically Considered“ in Lippincott’s Magazine aus dem Jahr 1896 und ging damit in
die Architektur- und Designgeschichte ein.
2z.B.: Slogan der Firma
”
Design science Consulting“, die neben der direkten Beratung
bei der Produktentwicklung auch wissenschaftliche Studien im Rahmen von Verbraucher-
Forschung durchfu¨hren. www.dscience.com, Stand: 8.1.2006
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Marktwirtschaftliche Kriterien sind mit motivationalen Fragen vergleichbar.
Ergonomische Aspekte im Industriellen sind in der Didaktik lern- und ko-
gnitionspsychologische Aspekte der Frage, wie ein effizientes, nachhaltiges
Lernen angeregt werden kann. Das Spannungsfeld zwischen der inhaltlichen
Funktion und der optimalen Gestaltung fu¨r den nutzenden Menschen finden
sich sowohl beim industriellen Design wie beim Design von Unterrichtsmate-
rial. Auch beim Lernen und Lehren geht es nicht nur darum, der jeweiligen
inhaltlichen Funktion – meist das Verstehen der Thematik und das Erler-
nen von Fa¨higkeiten und Fertigkeiten – gerecht zu werden. Die Fachdidaktik
bescha¨ftigt sich insbesondere mit der Frage, wie der Lernprozess ada¨quat fu¨r
den Einzelnen zu gestalten ist. So schreibt Hefendehl-Hebeker:
Dabei muss die Didaktik zwischen zwei Polen vermitteln: dem streng
organisierten System des (fertigen) mathematischen Wissens auf der
einen und den verschiedenen individuellen Erkenntniswegen auf der
anderen Seite. ([Hefendehl-Hebeker 2003], S.27)
oder betont Steinbring:
Zum einen muss beachtet werden, dass der Gegenstand mathematikdi-
daktischer Forschung nicht das mathematische Wissen
”
an sich“ ist,
sondern dass dieses Wissen grundsa¨tzlich im Kontext sozialer Prozes-
se der Vermittlung verortet werden muss · · · ([Steinbring 1998], S.161)
Aufgrund der Verwandtschaft der Paradigmen von Fachdidaktik und Design
science verwundert es nicht, wenn Simon (1990) Pa¨dagogik und Didaktik ge-
meinsam mit den Ingenieurwissenschaften, Architektur, Wirtschaftswissen-
schaften, Jura und Medizin als Disziplinen ansehen, die von ihrem Wesen her
mit
”
Design“ befasst sind. Diese Disziplinen vermitteln nach Simon Wissen
u¨ber
”
ku¨nstliche Objekte“ im Unterschied zu den Naturwissenschaften, bei
denen es um Wissen u¨ber natu¨rliche Objekte geht. Auf diese Idee beziehen
sich Mu¨ller/Steinbring/Wittmann (1997), wenn sie Mathematikdidaktik als
”
Design science“ bezeichnen. Im Mittelpunkt einer so verstandenen Fach-
didaktik steht damit einerseits die wissenschaftliche Bescha¨ftigung mit der
Konzeption und der Entwicklung neuer Unterrichtsmaterialien und -wege
und andererseits deren Untersuchung und Evaluation. Dabei steht weniger
das Bewerten und Optimieren beobachteter Wege im Vordergrund, sondern
das Verstehen der zu beobachtenden Lernprozesse als Grundlage, Kriterien
zur Weiterentwicklung der Unterrichtskonzeption zu eruieren. Das Verstehen
der Lernprozesse ist unerla¨ßliche Grundlage fu¨r die wissenschaftsbasierte Op-
timierung von Unterricht, die rational begru¨ndend vorgeht. Wissenschaft ist
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nach Mittelstraß eine
”
Lebens- und Weltorientierung, die auf eine speziel-
le, meist berufsma¨ßig ausgeu¨bte Begru¨ndungspraxis angewiesen ist und in-
sofern u¨ber das jedermann verfu¨gbare Alltagswissen hinausgeht, ferner die
Ta¨tigkeit die das wissenschaftliche Wissen produziert.“ ([Mittelstraß 1996],
S.719) Mittelstraß hebt hervor, dass sich Wissenschaft von daher deutlich
von bloßer Meinung und Kunstfertigkeit unterscheidet. Dies gilt auch fu¨r
wissenschaftliches Vorgehen im Rahmen von Unterrichtsentwicklung, die sich
unterscheidet von Unterrichtskunst und Unterrichtshandwerk im praktischen
Handeln. Evaluation und Entwicklung mu¨ssen als wissenschaftliches Vorge-
hen stets theoriebasiert und theorieerzeugend sein, wogegen es im prakti-
schen Lehrhandeln um ein Verbessern geht, das zwar wohl begru¨ndet sein
kann, aber stets auf Meinung und Erfahrung basiert. Dies betont auch Jung-
wirth und expliziert, dass Lehrpersonen zwar neue Unterrichtsorganisationen
ausprobieren und Erkenntnisse dabei gewinnen, doch
”
es geht dabei um die
Bewa¨ltigung der Dinge und nicht um die Begru¨ndung und Analyse der je-
weiligen Art, in der diese stattfindet.“ ([Jungwirth 2004], S. 105)
Die Idee, Unterrichtsentwicklung als
”
design science“ zu begreifen, wird auch
fu¨r
”
design research“ formuliert (vgl. [Drijvers 2003]), wobei hier das Durch-
laufen mehrerer Zyklen aus Kreation des Materials, Testen in realem Unter-
richt, Analysieren des beobachteten Unterrichts (z.B. in Form interpretativer
Studien) und Weiterentwickeln des Materials aufgrund der gewonnenen Er-
kenntnisse explizit gefordert wird.
8.1 Die Forschungsfrage
”
Evaluation“ bedeutet im allgemeinen Sprachgebrauch sowohl Analyse als
auch Bewertung eines Sachverhalts (vgl. [Brockhaus 1996-99]). Es geht also
nicht alleine um Zertifizieren und Verbessern, sondern zuna¨chst um Begreifen
und Verstehen, um von da aus zu bewerten und gegebenenfalls zu vera¨ndern.
Bei allen Schritten der Evaluation mu¨ssen objektive, nachvollziehbare Krite-
rien genutzt werden und die Ergebnisse schlu¨ssig und valide sein. Dies gilt
auch fu¨r die Evaluation eines Unterrichtsentwurfs. Hier sind zuna¨chst die
Ziele und die Anspru¨che bestimmend, die mit der Konzeption des Entwurfs
verbunden sind. Es ist in diesem Fall die Lernwerkstatt mit dem Ziel, dass
Schu¨lerinnen und Schu¨ler eine Vielzahl unterschiedlicher Aktivita¨ten vollzie-
hen, die ihnen die Mathematik des Themenbereichs nicht als fertiges Gebilde
sondern als Werdendes und Prozessuales nahe bringt. Die Mathematik soll in
ihrer Reichhaltigkeit von den Schu¨lerinnen und Schu¨lern exemplarisch erfasst
und angewendet werden ko¨nnen. Der Inhalt –
”
Funktionen und ihre Eigen-
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schaften“ – werden deshalb nicht nur als statische Wissenselemente vermit-
telt, sondern es wird ein souvera¨nes Umgehen, Verknu¨pfen und Anwenden
dieser Inhalte angestrebt. Inhalts- und prozessbezogene Ziele werden dabei
gleichermaßen in den Blick genommen. Dabei werden die prozessbezogenen
Ziele fu¨r den Mathematikunterricht auf der obersten Komplexita¨tsebene dar-
in gesehen, dass Schu¨ler und Schu¨lerinnen lernen, Probleme zu lo¨sen, mit Ma-
thematik zu modellieren, zu begru¨nden und zu beweisen und dass sie in der
Lage sind, theoretische Begriffe zu bilden (vgl. [Tietze/Klika/Wolpers 1997]).
Versucht man diese komplexen Kompetenzen bei der Konzeption von Aufga-
ben zu konkretisieren, fu¨hrt dies zur expliziten Beschreibung von einzelnen
Ta¨tigkeiten, aus denen sich das jeweilige Komplex zusammensetzen la¨sst. So
vollzieht sich zum Beispiel das Lo¨sen eines Problems durch ein Geflecht aus
Recherchieren, Erkunden, Systematisieren, Verknu¨pfen, Vergleichen, Inter-
pretieren, Analysieren, Reflektieren und Validieren (vgl. auch Kapitel 5.3).
Sollen Schu¨lerinnen und Schu¨ler das Problemlo¨sen als Kompetenz erwerben,
kann dies deshalb nicht nur auf dem Weg geschehen, ihnen offene, komplexe
Probleme anzubieten, sondern auch dadurch, dass im Unterricht immer wie-
der ein Handlungsspielraum ero¨ffnet wird, damit vielfa¨ltige Einzelta¨tigkeiten
auch im Zusammenhang mit ganz unterschiedlichen Aufgabenstellungen voll-
zogen und geu¨bt werden ko¨nnen.
Der Blick auf die Schu¨leraktivita¨ten als Perspektive der Evaluation ist also
bereits in der Konzeption und dem Anspruch der Lernwerkstatt begru¨ndet.
Zum anderen liegt diesem Fokus aber auch die U¨berzeugung zugrunde, dass
die Vielfalt, Reichhaltigkeit und Intensita¨t der kognitiven und metakogniti-
ven Aktivita¨ten von Lernenden fu¨r Qualita¨t und Nachhaltigkeit des Lernens
entscheidend sind. Nur wenn Schu¨lerinnen und Schu¨ler von einem Thema
die mo¨glichen Grundvorstellungen erfahren, die prinzipiell verschiedenen
Anwendungsbereiche kennenlernen und das Thema auf unterschiedliche Art
dargestellt bekommen und selber darstellen, haben sie die Chance, einen
Inhalt in seiner Tiefe und Weite zu begreifen. Deshalb mu¨ssen sich unter-
richtliche Vera¨nderungen immer daran messen lassen, welche Auswirkungen
sie auf die Art und Weise der kognitiven wie auch metakognitiven Akti-
vita¨ten der Lernenden haben. So la¨sst sich das zentrale Forschungsanliegen
dieses Projekts in der folgenden Kernfrage zusammenfassen:
Welche kognitiven Ta¨tigkeiten der Schu¨lerinnen und Schu¨ler
treten im Rahmen dieser Lernwerkstatt mit integriertem Rech-
nereinsatz auf und inwiefern bewirken diese Ta¨tigkeiten, dass im
Themenbereich
”
Untersuchung ganzrationaler Funktionen“ neben
inhaltlichen insbesondere auch prozessuale Ziele verfolgt werden?
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Bei der Beantwortung dieser Frage interessiert einerseits die Außensicht der
Forscherperspektive, welche Ta¨tigkeiten und Fertigkeiten aufgrund der ana-
lysierten Unterrichtssituationen, der Hefteintra¨ge und der Klausurlo¨sungen
erkennbar werden. Andererseits soll aber auch die Innensicht der beteilig-
ten Akteure – Lernende wie Lehrende – zur Beantwortung der Forschungs-
frage einbezogen werden, um aufzunehmen, welches Potenzial und welche
Schwierigkeiten aufgrund der perso¨nlichen Erfahrungen mit der besonderen
Unterrichtskonzeption gesehen werden. Erga¨nzt werden sollen diese beiden
Perspektiven durch einen quantitativen Vergleichstest nach Abschluss der
Unterrichtssequenz.
8.2 Aufbau und Methodologie der Gesamt-
studie
Unterrichtsforschung steht bei methodischen Entscheidungen immer vor
dem Problem, einerseits der Komplexita¨t unterrichtlichen Geschehens ge-
recht werden zu wollen und andererseits wissenschaftliche Kriterien der
Validita¨t und Reliabilita¨t erfu¨llen zu mu¨ssen. Darin liegt begru¨ndet, dass
Unterrichtsforschung sich einer Fu¨lle verschiedener Teildisziplinen bedient.
Hesse/Wottawa (1997) nennen als relevante Bereiche Lern-, Kognitions-,
Informationsverarbeitungs,- Entwicklungs-, Motivations,- und Sozialpsycho-
logie. Deshalb ist auch bei den Publikationen zur Unterrichtsforschung nach
Hesse/Wottawa kein geschlossenes wissenschaftstheoretisches Weltbild der
Autorinnen und Autoren festzustellen und reicht die Bandbreite der verwen-
deten Methode von hermeneutischen Betrachtungsweisen des Unterrichts-
geschehens bis hin zu Experimentalstudien, die sich an den Verfahren der
experimentellen Psychologie orientieren. Noch vielfa¨ltiger wird das Spek-
trum, wenn man die Paradigmen und Erkenntnisse aus dem Bereich der
jeweiligen Fachdidaktik erga¨nzt. Diese Vielfalt passt zur Komplexita¨t von
zu untersuchendem Unterricht, Ausgangshypothesen und Forschungsfragen.
Darin stecken Chance und Bu¨rde zugleich. Eine Bu¨rde stellt die Offenheit
verfu¨gbarer bzw. noch zu entwickelnder Forschungsmethoden dar, da un-
ter Umsta¨nden Orientierung und Absicherung fehlen. Dies genau bietet ein
wissenschaftlich konsolidierter, festgelegter, vielfach gepru¨fter Rahmen. Er
kann eine klare Leitlinie bieten, die Sicherheit gibt und davor schu¨tzt, dass
die Kreativita¨t und Offenheit zur Unwissenschaftlichkeit entgleitet. Aller-
dings sind Offenheit und zur Verfu¨gung stehende Vielfalt die einzige Chan-
ce, die komplexen Gegebenheiten von Unterricht wenigstens ansatzweise
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einzubeziehen. Dazu muss man es verstehen,
”
originelle(n) Erweiterungen
herko¨mmlicher Verfahren“ passend zu entwickeln,
”
um der speziellen Unter-
richtssituation gerecht zu werden“([Hesse/Wottawa 1997], S.37). Diese Auf-
gabe erfordert vielfach Abstriche in der einen wie der anderen Richtung: Sei
es, dass einerseits die Komplexita¨t des Unterrichts beschnitten werden muss
und nur bestimmte Parameter oder Prozesse betrachtet werden. Sei es, dass
andererseits die wissenschaftlichen Methoden kreativ und flexibel angepasst
werden mu¨ssen. Letztlich entscheidend fu¨r die jeweiligen Festlegungen ist das
zentrale Forschungsanliegen, das in der Forschungsfrage kumuliert.
Die hier vorliegende Studie hat einen grundsa¨tzlich zweipoligen Aufbau,
es gibt eine empirisch-qualitative und eine empirisch-quantitative Teilstu-
die. Diese Zweipoligkeit ermo¨glicht, dass die Forschungsfrage nicht nur auf-
grund einzelner Erkenntnisse sondern auch aufgrund einer Vielzahl von
Erfahrungen beantwortet werden kann. So werden einerseits exemplari-
sche Situationen aus der Lernwerkstatt wie die Arbeit an bestimmten
Aufgaben oder Klausurlo¨sungen na¨her beleuchtet und zum Erkenntnis-
gewinn herangezogen. Andererseits liegen Erfahrungen einer Vielzahl von
Lehrpersonen mit ihren Schu¨lergruppen hinsichtlich der ganzen Lernwerk-
statt vor und ko¨nnen wissenschaftlich ausgewertet werden. Die Zweipo-
ligkeit birgt zudem den Vorteil, dass sowohl die Außensicht der For-
scherperspektive als auch die Innensicht der beteiligten Akteure einbezo-
gen werden ko¨nnen. Die beiden Teilstudien stehen dabei keineswegs un-
abha¨ngig voneinander, sondern sind eher als komplementa¨r anzusehen.
Diese Verknu¨pfung qualitativer und quantitativer Ansa¨tze entspricht auch
vielfa¨ltigen Empfehlungen (z.B. [Hefendehl-Hebeker 2003]) und Erfahrun-
gen aus anderen Projekten der Mathematikdidaktik (z.B: mathe 2000 –
[Mu¨ller/Steinbring/Wittmann 1997], [Hußmann 2002]). Auch fu¨r den Be-
reich der Forschung zu Fragen des Technologieeinsatzes im Mathematikunter-
richt haben Lagrange/Artigue/Laborde/Trouche (2003) in einer Meta-Studie
diese beiden Grobrichtungen ausgemacht und betonen deren Erga¨nzung.
Nach einer Phase der Pilotierung wurde zeitlich zuna¨chst der Fokus auf die
qualitative Beobachtung des Lehr- und Lernprozesses in einem Kurs gerichtet
und danach eine quantitative Erhebung angeschlossen. Dabei wurden Daten
aus 50 Kursen einbezogen, in denen die Lernwerkstatt durchgefu¨hrt wurde.
Die beteiligten Lehrpersonen und Schu¨lerinnen und Schu¨ler konnten u¨ber
eine Online-Befragung Ru¨ckmeldung geben, und es wurde abschließend ein
Vergleichstest durchgefu¨hrt.
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8.2.1 Pilotierung
Sowohl das Unterrichtsmaterial selbst wie auch der Fragebogen fu¨r die
Online-Befragung wurden einer Pilotierung unterzogen.
Das Unterrichtsmaterial wurde auf der Grundlage einer bestehenden Lern-
werkstatt erarbeitet, die vom Kollegium des Marie-Curie-Gymnasium Lud-
wigsfelde mehrere Jahre zuvor entwickelt worden war. Hier war nach einer
Fortbildung zum Thema
”
Lernwerkstatt“, die ein Schweizer Kollege durch-
gefu¨hrt hatte, eine Lernwerkstatt zum Thema
”
Kurvendiskussion“ entstan-
den. Von dieser urspru¨nglichen Lernwerkstatt stammen insbesondere die
a¨ußere Grobstruktur und einige organisatorische Details. Grundgedanke bei
dieser urspru¨nglichen Version war bereits, die Methode
”
Lernwerkstatt“ als
Weg zu nutzen, dass Schu¨lerinnen und Schu¨ler sich selbststa¨ndig die Grund-
begriffe der Kurvendiskussion erarbeiten. Dieses Material war jedoch gepra¨gt
von sehr stringenten und engen Fragestellungen, die den Schu¨lerinnen und
Schu¨lern wenig Spielraum zur freien Auseinandersetzung mit der Thematik
boten und oft nur Raum fu¨r eine einzige Antwortmo¨glichkeit ließen. Zudem
war der Einsatz von Funktionenplottern oder Computeralgebra nicht vor-
gesehen. Dieses Material wurde u¨berarbeitet hinsichtlich einer O¨ffnung der
Aufgabenstellungen, einer Erweiterung der Aufgabenvielfalt und insbeson-
dere des Rechnereinsatzes. Die so entstandene neue Lernwerkstatt war Aus-
gangspunkt zu Beginn des hier vorgestellten Forschungsprojektes im Herbst
2002.
Zu Beginn des Forschungsprojektes wurden in einem ersten Schritt die Krite-
rien der U¨berarbeitung des Materials theoretisch reflektiert und aufbereitet.
Die Ergebnisse dieser Reflexion sind im ersten Teil dieser Arbeit dargelegt.
Im Winter 2002 bis Fru¨hjar 2003 wurde das Material einer Pilotierung in
sechs Kursen unterzogen und aufgrund der theoretischen Kriterien noch wei-
ter entwickelt. Dabei wurden punktuelle inhaltliche Korrekturen vorgenom-
men. Die Anzahl der Bausteine und Aufgaben wurde insgesamt reduziert
und ein
”
Zwischenstopp“ zur Pra¨sentation und Sicherung der wichtigsten
Ergebnisse eingefu¨gt. Einzelne Aufgabenstellungen wurden klarer und ein-
deutiger formuliert. Das auf diese Weise fertig gestellte Material wurde dann
vero¨ffentlicht ([Barzel/Fro¨hlich/Stachniss-Carp 2003]) und als Basis fu¨r den
empirischen Teil des Forschungsprojektes genommen.
In der Pilotierungsphase wurden neben dem Unterrichtsmaterial die For-
schungsinstrumente getestet und weiterentwickelt. Dabei ging es insbesonde-
re um die Fragebo¨gen fu¨r Lehrende und Lernende im Rahmen der quanti-
tativen Studie, die nach der Unterrichtssequenz beantwortet werden sollten.
Konzeption und Gestaltung der Fragebo¨gen wurden zuna¨chst im Rahmen
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der internen Didaktik-Arbeitsgruppe diskutiert und anschließend Mitarbei-
tern des soziologischen Instituts der Universita¨t Duisburg zur Pru¨fung vor-
gelegt. Nach dieser Begutachtung wurden die Fragebo¨gen in den Pilotkursen
eingesetzt, um die einzelnen Items auf Versta¨ndlichkeit und Konsistenz zu
pru¨fen. Dabei wurden einzelne Formulierungen vera¨ndert, insbesondere um
sie eindeutig verstehen zu ko¨nnen.
8.2.2 Die qualitative Studie
Fu¨r die qualitative Studie erkla¨rte sich Ekkehard Below vom Stiftsgymnasi-
um Xanten (NRW) bereit, in seinem Grundkurs Mathematik der Jahrgangs-
stufe 11 das Material einzusetzen. Dabei wurden die Empfehlungen aus dem
Lehrerheft angenommen. Der Unterricht fand statt im Zeitraum von April
bis Juli 2003 (vgl. Kapitel 2). Folgende Daten wurden erhoben:
• 18 Unterrichtsstunden wurden gefilmt.
• Die Hefte einiger Schu¨lerinnen und Schu¨ler wurden ausgeliehen und
konnten kopiert werden.
• Fu¨nf Schu¨lerinnen und Schu¨ler wie auch die Lehrperson wurden im
Anschluss an die Lernwerkstatt interviewt. Zwei Schu¨lerinnen waren
daru¨ber hinaus zu einem weiteren Gespra¨ch bereit. 3
• Der Experimentalkurs wie auch die drei Parallelkurse der Schule nah-
men (nach Abschluss der Thematik) an einer zentralen Vergleichs-
klausur des Landes Nordrhein-Westfalen teil. In den Parallelkursen
wurde die Thematik klassisch ohne die Lernwerkstatt unterrichtet.
Sa¨mtliche Arbeiten aller vier Kurse wurden in Kopie zur Auswertung
zur Verfu¨gung gestellt. Die Kopien wurden erstellt, bevor die jeweilige
Lehrperson die Klausuren korrigierte.
Sa¨mtliches Material wurde im Sinne der Grounded Theory (nach
[Strauss/Corbin 1996]) zuna¨chst gesichtet, wurden markante Einzelaspekte
im Sinne des Forschungsinteresses kodiert. Entsprechend der zentralen For-
schungsfrage bezogen sich die Codes auf die kognitiven Schu¨lerta¨tigkeiten,
die sichtbar wurden. Dabei war das Vorgehen bei Interpretation und Aus-
wertung stets spiralig. Interessante Aspekte aus der Datenvielfalt wurden
3In diesem Gespra¨ch wurde diesen Schu¨lerinnen die Ergebnisse einer interpretativen
Studie (Kapitel 9.1) vorgelegt. Diese beiden Schu¨lerinnen waren in der analysierten Un-
terrichtssequenz die Hauptprotagonistinnen.
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fokussiert und untersucht. Diese fu¨hrten teils zu ersten Erkenntnissen, teils
zu neuen offenen Fragen der Interpretation, die eine neue Sicht auf die Daten
erforderte und ein kreatives Erkunden no¨tig machte. Die Auswahl der Un-
terrichtssequenzen war geleitet von den Interessen der Studie und es wurden
letztlich die Sequenzen gewa¨hlt und transkribiert, die exemplarisch fu¨r die
in Kapitel 5.3 genannten Ta¨tigkeitsbereiche stehen – rezipieren, darstellen,
analysieren, reflektieren und kreieren.
Auf diesem Weg wurden zwei Unterrichtssequenzen (vgl. Kapitel 9.1 und 9.2)
sowie die vergleichende Auswertung einer der Aufgaben der Abschlussklausur
(vgl. Kapitel 9.3) in den Mittelpunkt der na¨heren Untersuchung gestellt.
In der ersten Unterrichtssequenz geht es um die Zuordnung verschiedener
Legeteile mit jeweils einem Graphen (vgl. Baustein Z auf Seite 34f). Die
gemeinsame Suche nach Dreier-Sets von Graphen zu einer Funktion, deren
Ableitungsfunktion und zweite Ableitungsfunktion zeigt den Wert der freien
Kommunikation in besonderer Weise auf. Auch wenn im Gespra¨ch meist nur
bruchstu¨ckhafte Sa¨tze ausgetauscht werden, findet eine wachsend intensivere
Kommunikation statt und es kommt zu einem Austausch verschiedener Argu-
mentationsstra¨nge, die von verschiedenen Blickrichtungen und Zugangswei-
sen herru¨hren. Die besondere Problematik des Systematisierens und Begriffs-
bildens wird in der zweiten Unterrichtssequenz deutlich, bei der Schu¨lerinnen
und Schu¨ler die Bedeutung von Extrem- und Wendepunkten ero¨rtern (vgl.
Baustein E,L und K auf den Seiten 26ff). Hier werden vor allem kognitive
Dissonanzen deutlich, die ausgelo¨st werden durch unterschiedliche Bedeu-
tungen von einzelnen Begriffen, die diese in der mathematischen Fachsprache
und Umgangssprache haben. Die vergleichende Analyse von Klausurlo¨sungen
von Schu¨lerinnen und Schu¨lern der Experimental- und der Parallelkurse la¨sst
hinsichtlich der Graphenerkennung und der Lo¨sungsansa¨tze deutliche Un-
terschiede zutage treten. Die weiteren Daten (aus Interviews und Heften)
werden, auch wenn sie hier nicht eigens aufgefu¨hrt sind, punktuell zur Ver-
deutlichung und U¨berpru¨fung der Erkenntnisse genutzt.
Die Untersuchung der ausgewa¨hlten Unterrichtsepisoden und ihrer Tran-
skripte erfolgte an Hand von Methoden der interpretativen Unterrichts-
forschung. Dabei wurden ausschließlich Gespra¨chssituationen zwischen
Schu¨lerinnen und Schu¨lern untersucht, da Gruppenarbeit und damit Ge-
spra¨che zwischen Schu¨lerinnen und Schu¨lern die wesentliche Aktions- und
Sozialform in diesem Unterrichtskontext darstellen. Es geht um die Analy-
se, auf welche Weise die Schu¨lergruppen mit Hilfe des Unterrichtsmaterials
sich neues Wissen erarbeiten und dabei prozessuale Fa¨higkeiten erwerben
oder vertiefen. Einen ersten Zugang zu den ausgewa¨hlten Transkripte er-
folgte mit Hilfe einer Turn-by-Turn-Analyse nach Voigt (1984a), wobei in
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der Abfolge des Gespra¨chs ein Gespra¨chszug nach dem anderen (jeweils ein
”
turn“) hinsichtlich mo¨glicher Deutungen untersucht wird. Dabei geht es
darum, die einzelnen A¨ußerungen zu verstehen, um auf dieser Grundlage
den Werdegang des Gedankens nachvollziehen zu ko¨nnen. In einem weiteren
Schritt wird die Episode in verschiedene Phasen gegliedert, um die Struktur
und damit den Gesamtablauf des Gespra¨chs besser erfassen zu ko¨nnen (vgl.
[Mu¨nzinger/Voigt 1988]). Im Anschluss daran werden die einzelnen Schritte
im Lern- und Begriffsbildungsprozess unter Einbeziehen des epistemologi-
schen Dreiecks nach Steinbring (2005) analysiert. Damit wird erschlossen,
welche Bedeutung die jeweilige Handlung fu¨r die Begriffsbildung der intera-
gierenden Schu¨lerinnen und Schu¨ler zum jeweiligen Zeitpunkt hat.
Bromme/Steinbring (1990) haben das aus der Sprachwissenschaft stammende
Werkzeug fu¨r die Mathematikdidaktik adaptiert und nutzen es, um Begriffs-
bildungsprozesse im Mathematikunterricht besser verstehen und abbilden zu
ko¨nnen. Ein wichtiges Merkmal dabei ist, dass in Anlehnung an den Sprach-
wissenschaftler De Saussure (2001) das Zeichen in zwei Komponenten wahr-
genommen wird. Es ist Tra¨ger einer Bedeutung (Signifie´, das Bezeichnete, die
Vorstellung, die das Individuum mit dem Zeichen verbindet) und hat das Er-
scheinungsbild eines Ausdrucks (Signifikant, das Bezeichnende, das Lautbild,
das Wort). Die jeweilige Bedeutung eines Zeichens entsteht durch Differenz
zu anderen Zeichen und haftet nicht den Dingen und Sachverhalten der Rea-
lita¨t an, sondern der jeweiligen Gedankenwelt des Einzelnen. Um den Prozess,
wie mathematisches Wissen erworben wird, besser wiederspiegeln zu ko¨nnen,
wurde von verschiedenen Theoretikern neben den genannten beiden Kompo-
nenten eine dritte hinzugefu¨gt, die die Bedeutung der jeweiligen A¨ußerung fu¨r
den Prozess der Generierung mathematischer Begriffe aufnimmt. So markier-
te Frege (1969) die Eckpunkte des epistemologischen Dreiecks mit
”
Zeichen,
Sinn und Bedeutung“ und Ogden/Richards (1923) sprachen vom Dreieck
der Bedeutung mit den Punkten
”
thoughts, words and things“. Steinbrings
Modifikation
”
Zeichen, Begriff, Referenzkontext“ pointiert mit
”
Referenzkon-
text“ den jeweiligen individuellen Bezug, den der oder die Lernende setzt und
zur Nennung eines bestimmten Zeichens veranlasst. Dabei betont Steinbring,
dass die einzelnen Komponenten des epistemologischen Dreiecks nicht als un-
vera¨nderlich und starr anzusehen sind, sondern im Begriffsbildungsprozess in
einer stetigen Wechselbeziehung zueinander stehen. Gerade darin liegt Stein-
brings Verdienst, dass ein epistemologisches Dreieck nicht als singula¨r zu
begreifen ist, sondern als Teil eines Netzes vielfach verschra¨nkter Dreiecke zu
sehen ist, die sich im Fluss befinden. Steinbring schreibt dazu:
..the connections between the corners of the triangle are not explicitly
defined and unchangeable. They form a mutually supporting system in
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which the interpretations of
”
object/ reference context“,
”
sign/ sym-
bol“ and
”
concept“ do not occur locally, but globally, by reciprocal ac-
tions within the system. In the course of further development of ma-
thematical knowledge, the interpretation of the sign system with the
matching reference contexts will change. ([Steinbring 2005], S. 24)
Dieses Netzwerk verschiedener Dreiecke erha¨lt seine Dynamik durch die kom-
munikativen Handlungen in der Interaktion. Dabei besteht eine reziproke
Wechselwirkung zwischen Kognition und Kommunikation. Sie bedingen und
beleben sich gegenseitig. Einerseits bedarf Kommunikation der Kognition,
um nicht in Oberfla¨chlichkeit und Tiefenlosigkeit zu verku¨mmern. Nur wo
Kommunikation von Kognition getragen ist, hat sie Gehalt und Bedeutung
fu¨r die beteiligten Individuen. Andererseits bedarf Kognition der Kommu-
nikation des schriftlichen oder gesprochenen Wortes – und dies in dreierlei
Hinsicht: Zum einen wird Kognition nur u¨ber Kommunikation sichtbar und
erfahrbar. Zum anderen ist Kommunikation der einzige Weg, Erkenntnisse
zu dokumentieren und zu archivieren. Und zum dritten – die wohl wichtigste
Bedeutung – birgt die Kommunikation das Potenzial, dass sich Kognition
ausscha¨rft, sich erkla¨ren muss und zu neuer Tiefe reift. Hußmann sieht des-
halb die kommunikative Leistung als Leistung im Sinne der Kognition an. Er
fu¨hrt dazu aus:
Dem Denken wird durch das Kleid der Sprache fu¨r den anderen ein
anderer Ausdruck verliehen als es noch in der Sprache fu¨r einen selbst
besaß und wirkt wieder zuru¨ck auf das Denken. Dabei ist nicht nur die
Informationsverdichtung von Bedeutung, sondern durch das Verstehen
der Mitteilungen Anderer entfalten bekannte Sachverhalte neue Bedeu-
tungen, was zu neuer Erkenntnis fu¨hrt. ([Hußmann 2003a], S.63)
Auch Krummheuer/ Schreiber (2005) betonen das Wechselspiel zwischen in-
dividueller Bedeutungszuweisung und Interaktion:
Diese individuellen Interpretationen der Wirklichkeit entwickeln sich
nicht unabha¨ngig von den anderen Beteiligten der Interaktion gleich-
sam im
”
stillen Ka¨mmerlein“ des Individuums. Vielmehr ist der je in-
dividuelle Entwicklungsprozess gewissermaßen eine Koproduktion der
Teilnehmer der Interaktion: Die Individuen beeinflussen sich im Mit-
einander gegenseitig in ihren Deutungen. Es findet ein Prozess der
”
Bedeutungsaushandlung“ statt. (· · · )Die Bedeutung zu einem Ding
wird unter interaktionistischer Perspektive in der Interaktion ausge-
handelt. Dies geschieht in Prozessen sozialer Interaktion, in denen auf
semantischer Ebene Versta¨ndigungen und daraus resultierende Koope-
rationen emergiert. ([Krummheuer/Schreiber 2005], S.21)
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Die kommunikativen Handlungen bilden somit ein Tor, die kognitiven Ak-
tivita¨ten der Schu¨lerinnen und Schu¨ler wahrzunehmen. Diese Aktivita¨ten
sind es, die im Zentrum des Forschungsinteresses beim hier beschriebenen
Projekt stehen. Um die ausgewa¨hlten Episoden hinsichtlich der kognitiven
Ta¨tigkeiten und ihrer Bedeutung fu¨r den Lern- und Begriffsbildungsprozess
der Schu¨lerinnen und Schu¨ler noch pointierter erfassen zu ko¨nnen, wurde
dem epistemologischen Dreieck die zusa¨tzliche Komponente
”
Kommunikati-
ve Handlung“ beigefu¨gt, die Trias sozusagen zur Quadrias erweitert.
Das so entstandene epistemologische Geflecht liefert in einer Ge-
spra¨chssituation einer Kleingruppe von Schu¨lerinnen und Schu¨lern, bei
der die Komplexita¨t durch verschiedene Assoziationsstra¨nge und Vorstel-
lungen und auch durch zu erwartende Nebenhandlungen erho¨ht wird, ein
Werkzeug, um die verschiedenen Stadien der Begriffsbildung zu konturieren.
Dabei kann vor allem der Prozess der Begriffsbildung in Abha¨ngigkeit von
der jeweiligen Art der Interaktion dargestellt werden. Die Analyse der
Gespra¨che ero¨ffnet auf diese Weise Zugang zu den vielfa¨ltigen Mo¨glichkeiten
an Gedanken und Deutungen und gibt eine Fu¨lle an Hinweisen, welche
Chancen und Schwierigkeiten beim Erlernen der hier relevanten Begriffe
auftreten ko¨nnen. Damit sprengen diese Analysen den Rahmen der sin-
gula¨ren Situation und bieten Erkenntnisse, die auch in anderen Kursen und
Lernarrangements nu¨tzlich sein ko¨nnen.
8.2.3 Die quantitative Studie
Die Erfahrungen im Rahmen der Pilotierung sowie der Begleitung des einen
Kurses waren grundlegend fu¨r die Konzeption der quantitativen Studie. Ziel
der quantitativen Studie ist es, die Erfahrungen einer Vielzahl von Lehrper-
sonen und entsprechenden Schu¨lergruppen in die Evaluation einzubeziehen.
Damit wird auch gleichzeitig die U¨bertragbarkeit des Materials getestet, in-
wieweit auch andere Lehrpersonen es ada¨quat nutzen ko¨nnen.
U¨ber einen Aufruf im Newsletter des Lehrerfortbildungsprojektes T 3 4, den
zum Zeitpunkt des Aufrufs ca. 1500 Lehrpersonen erhielten, meldeten sich
insgesamt 45 Lehrpersonen mit 50 Kursen (teils haben die Lehrpersonen
mehr als einen Kurs unterrichtet), die sich bereit erkla¨rten, die Lernwerkstatt
im 11. Jahrgang im Schuljahr 2003/2004 einzusetzen. Diese Lehrpersonen
4T 3 steht fu¨r
”
Teachers Teaching with Technology“ und ist ein Lehrerfortbildungspro-
jekt zum Einsatz neuer Technologien im mathematisch-naturwissenschaftlichem Unter-
richt, das von der Westfa¨lischen Wilhelms-Universita¨t Mu¨nster aus koordiniert wird.
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wurden keiner weiteren Befragung vor der Auswahl unterzogen. Das Material
wurde ihnen zugeschickt und sie wurden gebeten, die Online-Befragung am
Ende der Lernwerkstatt durchzufu¨hren und den Schu¨lerinnen und Schu¨ler
einen Abschlusstest zu stellen.
Online-Befragung
Mit Hilfe der Online-Befragung konnten einerseits die Lehrpersonen und an-
dererseits die Schu¨lerinnen und Schu¨ler ihre Erfahrungen unmittelbar nach
Beendigung der Lernwerkstatt im jeweiligen Unterricht ru¨ckmelden. Bei bei-
den Fragebo¨gen wurde das Programm Grafstat genutzt, um die Fragebo¨gen
zu erstellen, im Internet zur Beantwortung zu vero¨ffentlichen und um die
Daten der Beantwortung zu sammeln. Der Ru¨cklauf dieser Befragung be-
lief sich auf 578 Schu¨ler- und 18 Lehrerfragebo¨gen. Zur weiteren statistischen
Auswertung wurden die Daten dann in das Programm SPSS u¨bertragen. Die
Methode der Auswertung erfolgte je nach Antwortformat und Inhaltsbereich
auf verschiedene Weise. Dies sind im Wesentlichen:
• Items mit Ratingskalen: Bei den Items mit Ratingskala wurden
Ha¨ufigkeiten einzelner Items sowie Zusammenha¨nge zwischen einzel-
nen Items na¨her untersucht und ausgewertet.
• Freie Anmerkungen: Die freien A¨ußerungen wurden nach Untersu-
chungsschritten der grounded theory bearbeitet – zuna¨chst kodiert, ge-
clustert und ausgewertet.
• Mehrfachnennungen: Items, bei denen als Antwort Mehrfachnen-
nungen mo¨glich waren, wurden als dichotomisierte Daten erhoben und
diese zueinander und zu anderen ermittelten Daten in Beziehung ge-
setzt.
Abschlusstest
Der Abschlusstest rundete im Sommer zum Ende des Schuljahres 2003/2004
den quantitativen Teil der Studie ab (Aufgabenblatt im Anhang C). Er be-
stand aus zwei Aufgaben, die zentralen NRW-Vergleichsklausuren vergange-
ner Jahre5 entnommen waren (vgl. Anhang C). Durch die U¨bernahme von
5Die erste Aufgabe entsprach Aufgabe 2 aus 2002 und die zweite Aufgabe der Aufgabe
2 aus dem Jahr 2001. Vgl.
http://www.brd.nrw.de/BezRegDdorf/hierarchie/lerntreffs/mathe/structure/sekundar2
/vergleichsarbeiten.php, Stand: 4.1.2006
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Aufgaben aus zentralen Klausuren wurde eine von außen gestellte Anforde-
rung als Maßstab gewa¨hlt. Zum Vergleich der Ergebnisse der Experimen-
talgruppe mit denen anderer Gruppen lagen die Mittelwerte der erreichten
Punktzahlen vor, die in den jeweiligen Jahren in NRW erzielt wurden. Die
Mittelwerte bezogen sich fu¨r die Aufgabe aus dem Jahr 2001 auf die Ergeb-
nisse von 12169 Schu¨ler/innen (2.Aufgabe) und fu¨r die Aufgabe aus dem Jahr
2002 auf 11364 Klausurergebnise (1.Aufgabe). Das Aufgabenblatt zum Test
wurde den Lehrpersonen in der beno¨tigten Kopienanzahl incl. eines freien
Ru¨ckumschlags zugesandt. Die Lehrpersonen stellten ihren Schu¨lerinnen und
Schu¨lern den Test und sandten die Aufgabenbla¨tter ohne Korrektur zuru¨ck.
Die Korrektur des Tests erfolgte zentral an der Universita¨t Duisburg-Essen
durch fortgeschrittene Lehramtsstudierende. Dabei wurden die gleichen Kri-
terien zugrunde gelegt, die mit den Vergleichsklausuren zentral den Lehr-
personen vorgegeben waren. Der Ru¨cklauf des Abschlusstests belief sich auf
462 Klausuren. Dieser Test wurde in keinem der Kurse als Klausur bewertet,
sondern von Lehrenden und Lernenden nur als Abschluss der Teilnahme am
Projekt gesehen. Um die Motivation zu einer konzentrierten Bearbeitung zu
erho¨hen, wurde den Schu¨lerinnen und Schu¨lern angeboten, dass ihnen der
Test korrigiert zuru¨ckgesandt wird.
Kapitel 9
Auswertung der qualitativen
Studie
Die begru¨ndete Hoffnung besteht also darin, dass in geeignet or-
ganisierten lebendigen Lernprozessen zugleich fachliches wie auch
die Entwicklung außerfachlicher und u¨bergreifender Fa¨higkeiten so
angestoßen werden, dass die Effekte sich gegenseitig versta¨rken.
([Hefendehl-Hebeker 2004b], S.17)
9.1 Transkriptanalyse
”
Legespiel – Was
geho¨rt zusammen?“
Die hier analysierte Unterrichtssequenz bezieht sich auf eine Gruppenarbeit
von drei Schu¨lerinnen (P, U und A) und einem Schu¨ler (C), die am Legespiel
aus Baustein Z (
”
Was geho¨rt zusammen?“, vgl. Seite 34) arbeiten. Dabei
finden die Schu¨lerinnen und Schu¨ler 13 Legeteile mit jeweils einem Graphen
vor und die Fragestellung lautet:
”
Welche Graphen f, f´ und f´´ geho¨ren
jeweils zusammen?“ Es sind also vier Legeteile zu viel dabei, die nicht zu-
geordnet werden ko¨nnen. Im Rahmen der betrachteten Sequenz werden zwei
Sets richtig erkannt.
Zuna¨chst werden die allgemeinen Merkmale und eine mo¨gliche Strukturie-
rung des Gespra¨chs vorgestellt (Kapitel 9.1.1), bevor die einzelnen Phasen
entsprechend der in Kapitel 9 dargelegten methodischen Schritte detailliert
analysiert werden (Kapitel 9.1.2).
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9.1.1 Merkmale und Struktur des Gespra¨chsverlaufs
Zu Beginn der betrachteten Sequenz haben die drei Schu¨lerinnen und der
Schu¨ler die Legeteile bereits nach dem Grad der Funktionen sortiert. Abbil-
dung 9.1 zeigt das Bild, das sich den Schu¨lerinnen und Schu¨ler bietet. Die Tat-
Abbildung 9.1: Anordnung der Legeteile bis Zeile 53
sache, dass die Graphen bereits vorsortiert sind, ist deshalb hervorzuheben,
da das Analysieren von Graphen ganzrationaler Funktionen vom Grad gro¨ßer
als zwei im bisherigen Unterricht nicht behandelt worden war. Allerdings war
das Betrachten und Analysieren von Graphen hinsichtlich maximaler Anzahl
von Nullstellen, Extremstellen und Wendestellen Inhalt von Baustein L der
Lernwerkstatt (vgl. Seite 26), der deshalb auch als Voraussetzung fu¨r dieses
Legespiel gefordert war. Das Sortieren der Graphen la¨sst darauf schließen,
dass diese Aufgabe der Lernwerkstatt von der Schu¨lergruppe insofern erfolg-
reich bearbeitet wurde, da die Klassifizierung von Graphen nach Funktionen
verschiedenen Grades gelingt.
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Obwohl eine Gruppenarbeit von vier Personen dokumentiert ist, sind doch
zwei deutliche Protagonistinnen bei der beobachteten Sequenz auszumachen
- U und P, die gro¨ßtenteils einen Dialog fu¨hren. C ist stiller Beobachter und
befindet sich in der ra¨umlichen Sitzordnung am Rande. Dennoch scheint er
am Geschehen beteiligt, auch er u¨berho¨rt wie die Mitschu¨lerinnen den Gong,
beugt sich weiterhin zum Geschehen und bleibt in der Situation. Er ist es
auch, der zu einem spa¨teren Zeitpunkt eine inhaltliche Frage an die Lehr-
person richtet. A ha¨lt sich ebenfalls zuru¨ck, spielt aber deutlich die Rolle
einer kritischen Beobachterin. Sie ist einerseits ko¨rperlich pra¨senter als C,
beugt sich weit auf den Tisch mit den Legeteilen und zeigt durch verein-
zelte Kommentare und Verschieben der Legeteile ihre gedankliche Beteili-
gung am Geschehen. Die aktiveren Parts u¨berla¨sst sie jedoch gro¨ßtenteils
den beiden anderen Mitschu¨lerinnen U und P. Dabei ist P Hauptmotor des
Geschehens und gibt immer wieder neue Impulse. Trotz fachlicher Unsicher-
heiten wird sie nicht passiv, sondern setzt diese in Fragen und Impulse an
die Mitschu¨lerinnen um. Das Bild der Situation (Abbildung 9.2) mag einen
ersten Eindruck vermitteln.
Abbildung 9.2: Die Gespra¨chssituation
Der gesamte Gespra¨chsverlauf ist bestimmt durch zwei grundsa¨tzlich ver-
schiedene Strategien zur Lo¨sung. P geht eher von einer globalen Betrach-
tungsweise aus, da sie den Verlauf und die Steigung einzelner Graphikbereiche
immer wieder ins Zentrum ihrer Aufmerksamkeit ru¨ckt. Ihre A¨ußerungen las-
sen auf eine eher dynamische Repra¨sentationsweise schließen und sind ha¨ufig
mit entsprechenden dynamischen Handbewegungen untermalt.
P: Wir hatten ja gerade gesagt man kann die nach oben verschieben einfach es geht1
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nur um den Verlauf / Es geht nicht unbedingt . . . darum ob2
U dagegen denkt durchga¨ngig hauptsa¨chlich lokal, sie betrachtet und zeigt
auf exponierte Punkte (vor allem Extrempunkte), die ihr Ru¨ckschlu¨sse auf
besondere Punkte bei den jeweils passenden Graphen erlauben (Nullstellen
von f´ - Extremstellen von f). U fasst die punktuellen Eigenschaften der Gra-
phen auf und setzt sie in einer eher statischen Weise zueinander in Beziehung.
Ihre Handbewegungen sind meist ein Zeigen auf einzelne Punkte. Das Sta-
tische scheint somit auch in ihrer internen begriﬄichen Repra¨sentation des
Sachverhalts Vorrang zu haben.
U: Da haben wir hier einen Extrempunkt bei . . . / null komma . . . zeigt auf K148
Diese beiden konkurrierenden Sichtweisen der beiden Schu¨lerinnen pra¨gen
das Gespra¨ch und verleihen ihm Spannung, da der jeweils andere Zugang im-
mer wieder zum Hinterfragen des Sachverhalts Anlass gibt und letztlich zu
einer Erweiterung der individuellen Sichtweisen fu¨hrt. Wo am Anfang noch
beide Zuga¨nge eher disparat nebeneinander stehen, intensiviert sich im Laufe
des Gespra¨chs das gegenseitige Verarbeiten und Durchdringen der anderen
Sichtweise und es werden beide Kriterien angewandt, um die Zusammen-
geho¨rigkeiten von Graphen zu testen, zu verifizieren oder zu falsifizieren.
Dies fu¨hrt zu einem wachsend intensiveren Austausch und einem gezielten
Erkla¨ren und Argumentieren. Dies gelingt immer besser, die Kommunikation
wird intensiver und es werden Fehlvorstellungen korrigiert, was darauf schlie-
ßen la¨sst, dass die fachlichen Aspekte immer besser verstanden und vertieft
werden.
Dabei lassen sich drei Phasen der Gespra¨chssequenz ausmachen:
1. Disparat erfassen (bis Zeile 42) Diese Phase ist gepra¨gt durch as-
soziatives Suchen nach geeigneten Kriterien, die Zusammengeho¨rigkeit
von Graphen zu pru¨fen. Dabei folgen U und P jeweils eigenen Gedan-
ken, die angedeutet werden und vage formuliert sind. Sie scheinen noch
unvereinbar. Trotz dieser verschiedenen Gedanken zu Lo¨sungswegen ist
die Kommunikation aufeinander gerichtet. Dies geschieht jedoch u¨ber
Gesten und verbale Floskeln, nicht durch komplett formulierte Gedan-
kenzu¨ge.
2. Miteinander erkennen (Zeilen 44 – 94) Die beiden Schu¨lerinnen brin-
gen ihre Sichtweisen zusammen. Die Kommunikation wird intensiver
aufeinander gerichtet und ist mehr vom Zuho¨ren und Verarbeiten der
Gedanken der anderen gepra¨gt. Das erste Set von drei Graphen wird
erkannt.
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3. Gemeinsam anwenden (ab Zeile 95) In dieser dritten Phase wirken
beide Schu¨lerinnen sicherer, die Zusammengeho¨rigkeit von Graphen zu
beurteilen. Das Festigen und Verstehen der Lo¨sungsstrategien geht da-
mit einher, sich auf die Herangehensweise der jeweils anderen einzu-
lassen, sie einzubeziehen. Dies fu¨hrt letztlich dazu, dass das zweite Set
gefunden wird.
Die untersuchte Sequenz endet, als das zweite Dreier-Set an Graphen gefun-
den ist. U regt an, dass C und A das dritte Set suchen sollen. Diese beiden
nehmen diese Aufforderung an, entfernen sich aber bewusst von der Kamera,
da sie ihre Lo¨sung nicht in der Film-Situation vollziehen mo¨chten.
9.1.2 Analyse der einzelnen Phasen
Nach Hußmann (2003a) ist Sprechen ein Zuweisen von Bedeutungen und zwar
vor dem individuellen Erfahrungshorizont. Im Verlauf von Kommunikation
ko¨nnen sich diese Bedeutungen vera¨ndern. Spannung erha¨lt dieser Prozess
dadurch, dass man bestrebt ist, die potentiellen Differenzen zwischen den
A¨ußerungen des Gegenu¨bers und der eigenen innernen Vorstellung anderer-
seits zu u¨berwinden.
Die gewa¨hlte Methodie des erweiterten epistemolgischen Dreiecks (vgl. Seite
140) stellt ein Instrument dar, diese Prozesse besser darzustellen und nach-
vollziehen zu ko¨nnen. Dazu werden die einzelnen Schritte des Gespra¨chs unter
folgenden Fragen untersucht:
• Wie ist die A¨ußerung im Rahmen der Kommunikation zu sehen?
• Auf welchen Referenzkontext bezieht sich die A¨ußerung?
• Hat die jeweilige A¨ußerung eine erkennbare Auswirkung auf den Be-
griffsbildungsprozess einer der Beteiligten? Sind besondere Pra¨ferenzen
oder Fehlvorstellungen zu erkennen?
An Hand dieser Leitfragen wurden der Ablauf des gesamten Gespra¨chs un-
tersucht und die einzelnen Ergebnisse tabellarisch erfasst (vgl. im Anhang
Tabellen F.1 bis F.3). Um die Bedeutung der einzelnen A¨ußerung fu¨r den Be-
griffsbildungsprozess beider Akteurinnen besser beurteilen zu ko¨nnen, wurde
die Funktion der A¨ußerung im Rahmen der kommunikativen Handlung be-
stimmt. Dazu wurden die Redebeitra¨ge in drei Grobkategorien klassifiziert:
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1. Assoziation: Dazu geho¨ren alle assoziativen A¨ußerungen, zum Bei-
spiel erste Ideen, die noch sehr bruchstu¨ckhaft und unausgereift sind.
Ansa¨tze von Begru¨nden und gezieltes Eingehen auf die anderen Be-
teiligten sind nicht zu erkennen. Diese assoziativen A¨ußerungen wur-
den weiterhin unterschieden, inwieweit es sich um eine auf die Ge-
spra¨chspartnerin gerichtete A¨ußerung oder eher um ein lautes Denken
”
fu¨r sich selber“ handelt.
2. Argumentation: Hierunter werden alle Beitra¨ge der Schu¨lerinnen ge-
fasst, die bereits Merkmale einer Begru¨ndung oder Erkla¨rung auf-
weisen. Dies sind sowohl einzelne Gedanken als auch la¨ngere Gedan-
kenschritte. Die Beitra¨ge sind auch bereits als Reaktion auf die Ge-
spra¨chspartnerin zu deuten. Es wurde zudem aufgenommen, ob der
Redebeitrag durch eigene Vorstellungen oder Vorstellungen der ande-
ren gepra¨gt ist.
3. Ergebnis: Dies sind die Beitra¨ge, in denen die Schu¨lerinnen ein Ergeb-
nis festhalten, es wird die Zusammengeho¨rigkeit zweier Graphen oder
eines ganzen Sets erkannt und benannt. In dieser Sequenz werden die
Ergebnisse stets gemeinsam formuliert – sind nicht explizit einer der
Gespra¨chspartnerinnen zuzuweisen.
Insgesamt enstanden so die folgenden Kategorien und Ku¨rzel fu¨r die verschie-
denen Arten der kommunikativen Handlung im Rahmen dieser Sequenz (vgl.
im Anhang Tabellen F.1 bis F.3):
• I – Isoliert dastehende, von anderen unabha¨ngige, assoziative A¨ußerung
• G – eine auf den anderen Gerichtete, assoziative A¨ußerung
• AE – Argumentative A¨ußerung, die hauptsa¨chlich durch den Eigenen
Gedankengang gepra¨gt ist
• AA – Argumentative A¨ußerung, die durch die Vorstellungen und
A¨ußerungen der Anderen beeinflusst ist
• Z – Zusammen formulieren
Ein Zusatz (U) oder (P) bezeichnet die jeweilige Akteurin.
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Erste Phase: Disparat erfassen
Die erste Phase ist davon gepra¨gt, dass die Schu¨lerinnen eigene Gedanken
und Strategien verfolgen, die noch unvereint nebeneinander stehen bleiben.
Diese Gedanken werden nur unscharf gea¨ußert und vage formuliert. Trotz
dieses Nebeneinanders gibt es eine Form der Kommunikation als gemeinsa-
mes Suchen und Vortasten. So versucht U – gleich zu Beginn der Sequenz –
P weiterzuhelfen, um eine irrtu¨mlich festgestellte Zusammengeho¨rigkeit von
Graphen zu korrigieren. Dabei werden die Graphen auf den Karten K1a,
K2 und K3 betrachtet, die untereinander am linken Rand auf dem Tisch
vor den Schu¨lerinnen liegen. Abbildung 9.2 zeigt das Bild, wie es sich den
Schu¨lerinnen bietet.
P: dass diese drei so zusammen passen zeigt auf K1a, K2 und K3 , zu U gewandt1
U<: ja aber. . . dann nur der Verl . . . zeigt auf K42
P<: Nur dass fallend und steigend nicht. . . \3
U: Ja aber wenn du aber wenn du auf den jetzt hier guckst - zeigt auf K44
P: Wir hatten ja gerade gesagt man kann die nach oben verschieben einfach es geht5
nur um den Verlauf / Es geht nicht unbedingt . . . darum ob6
U<: Ja aber -7
Eine mo¨gliche Deutung ist, dass die Schu¨lerinnen den Zusammenhang zwi-
schen den drei Karten K1a, K2 und K3 bezu¨glich der markanten Punkte
(z.B. Nullstellen im Graphen zu f´ – Extremstellen im Graphen zu f) er-
kannt haben und P nun auffa¨llt, dass es Unstimmigkeiten gibt, da die Art
der Steigung des Graphen von f nicht zu den entsprechenden Werten bei f´
passt. P betont dabei den Aspekt, dass es
”
nur um den Verlauf geht“ und man
den Graphen beliebig nach oben und unten verschieben kann. Sie assoziiert
offensichtlich (Zeile 5) ein
”
graphisches Auf- bzw. Ableiten“. Ein mo¨glicher
Referenzkontext ko¨nnte eine Aufgabe aus Baustein C sein (vgl. Seite 33),
bei der zu einem Graphen von f´ mehrere mo¨gliche Graphen zu f gegeben
sind. U macht mehrere Anla¨ufe zur Erwiderung (vgl. Zeilen, 2,4,7 und 10)
und hat erst beim vierten Versuch (Zeile 10) Erfolg. Offensichtlich will sie P
etwas erwidern und scheint dennoch parallel bereits einem neuen Gedanken
zu folgen, der ihre Aufmerksamkeit auf eine neue Karte (K4) lenkt. Obwohl
sie ihre Erkla¨rung fu¨r P auf diesen neuen Graphen (K4) bezieht und nicht
auf die Graphen, die P noch fokussiert, trifft U offenbar mit ihrer A¨ußerung
(Zeile 10) P´s Gedanken, so dass diese Einsicht zeigt (
”
Ja, stimmt“):
U: Ja aber trotzdem . . . auch wenn . . . zeigt auf K4 aber du kannst es ja verschieben10
Schwingbewegung in y-Richtung mit der Hand wie du willst es bleibt immer im nega-11
tiven Bereich zeigt auf K4, x>0 wenn es im negativen Bereich ist \12
P: Ja stimmt die Steigung muss im negativen Bereich sein deswegen13
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Auch wenn U nicht den Referenzkontext von P teilt, benutzt sie bei ihrem
Einwurf eindeutig P´s A¨ußerung des Verschiebens, greift also P´s Worte auf
und knu¨pft daran ihre Erkla¨rung. Dieser Impuls reicht P zu erkennen, dass
die Graphen K1a und K2 nicht zusammen geho¨ren ko¨nnen. Fu¨r P findet
dadurch eine Korrektur oder Erga¨nzung ihrer mentalen Vorstellung statt.
Die anschließenden Redebeitra¨ge in dieser ersten Phase sind sehr
bruchstu¨ckhaft und suchend. Keine der Schu¨lerinnen verfolgt einen klaren
Gedanken, sondern es werden assoziativ Ideenansa¨tze gea¨ußert. P ist in die-
ser ersten Phase am aktivsten und setzt immer wieder neue Impulse, die vor
allem an U gerichtet sind. Ihr Reden wirkt eher wie lautes Denken und scheint
insbesondere die Funktion zu haben, die eigenen Gedanken zu ordnen. Trotz
der aktiven Rolle in dieser Phase wirkt sie unsicher, zweifelnd und orientiert
sich stets an U, sucht deren verbale und nonverbale Zustimmung.
Fu¨r P´s begriﬄiche Vorstellungen sind zwei Aspekte wichtig, die in dieser
ersten Phase zu erkennen sind:
1. Sie geht davon aus, dass die
”
Punkt-Strategie“ nicht zum Erfolg fu¨hrt.
In Zeile 45f sagt sie:
”
. . .mit den Extrempunkten haben wir uns gerade
vertan“ und will diese deshalb auch nicht mehr als Ausgangspunkt der
Betrachtung wa¨hlen. Dabei bezieht sie sich auf die Karten K1a, K2 und
K3. Diese drei Graphen passen zwar von den markanten Punkten her
zusammen, jedoch zeigt die Karte K1a einen an der x-Achse gespiegel-
ten Graph zum richtigen Graph (K1), so dass das Steigungsverhalten
nicht zum Graphen auf K2 fu¨r die Ableitungsfunktion passt.
2. Sie scheint in Zeile 14 (
”
Ja stimmt die Steigung muss im negativen Bereich
sein“) aufgrund U´s A¨ußerung den Zusammenhang zwischen Steigungs-
verhalten im Graphen zu f und den Funktionswerten im Graphen von
f´ richtig zu verstehen. Dies wird auch im Folgenden in den Zeilen 22
– 24 und 35f deutlich, die auch als Festigen dieser Erkenntnis gesehen
werden ko¨nnen.
U propagiert deutlich und klar die Punkt-Strategie. Die Steigungs-Strategie
scheint ihr nicht vertraut. So ist bereits unklar, was sie wirklich meint, wenn
sie in Zeile 11f a¨ußert:
”
du kannst es ja verschieben . . . wie du willst es bleibt immer
im negativen Bereich . . . wenn es im negativen Bereich ist“. Einerseits ko¨nnte es
darum gehen, dass sich die Steigung durch das Verschieben nicht vera¨ndert,
was mathematisch korrekt wa¨re, wenn sich das Verschieben ausschließlich
auf die y-Richtung beziehen wu¨rde. Andererseits ko¨nnte sie aber auch die
Funktionswerte meinen, die beim Verschieben im negativen Bereich bleiben.
Dies wa¨re nur bei einem Verschieben in negative y-Richtung korrekt.
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Zweite Phase: Miteinander Erkennen
Die Sprache in der zweiten Phase hat sich sowohl von der Grammatik als
auch von der Wortwahl gegenu¨ber der ersten deutlich gewandelt. Sie ist strin-
genter und flu¨ssiger, die Koha¨renz der argumentativen Aspekte steigt. Dies
geht einher mit einer wachsenden Intensita¨t der Kommunikation zwischen
U und P, die von einem gegenseitigen Zuho¨ren und Aufgreifen der Gedan-
ken der anderen gepra¨gt ist. So sind mehr Redebeitra¨ge der Kategorie
”
AA“
zuzuordnen, dabei steht
”
AA“ fu¨r
”
argumentative A¨ußerung, die Ideen der
Anderen nutzend“. So geht U in Zeile 47 gezielt auf P´s Bedenken bezu¨glich
der Punkt-Strategie ein und verifiziert in einem langen Redebeitrag die Zu-
sammengeho¨rigkeit der Karten K1 und K2. Dabei benutzt sie sowohl die ihr
vertraute Punkt-Strategie wie auch die Steigungs-Strategie. Sie wirkt dabei
sehr sicher und gibt ihre Erkla¨rungen mit U¨berzeugung. Durch ihre schlu¨ssige
Ausfu¨hrung gibt sie dem Lo¨sungsprozess neuen Schwung.
P: Wir ko¨nnen echt . . . mit den Extrempunkten haben wir uns gerade vertan lass uns47
erst mal gucken48
U<: nee das kannst du aber ganz genau sagen \ hier zeigt mit ihrer linken Hand auf49
K1 bei null komma fu¨nf zeigt mit ihrer rechten Hand auf K2 so dann hast du hier zeigt50
mit ihrer linken Hand auf K1 noch mal einen bei eins komma fu¨nf haste hier zeigt mit51
ihrer rechten Hand auf K2 auch . . . und haste einen zeigt mit ihrer linken Hand auf K152
. . . da auch zeigt mit ihrer rechten Hand auf K2 bei drei komma irgendwas . . . alleine53
von den Extrempunkten wu¨rde das schon mal passen \ legt K1 unter K1a Dann ist der54
jetzt hier. . . fa¨llt . . . fallend zeigt auf K1 mit gerader Bewegung von oben nach unten55
hier auch fallend zeigt auf K2 mit gerader Bewegung von unten nach oben dann ist56
der da steigend zeigt auf K1 mit gerader Bewegung von unten nach oben hier auch57
steigend zeigt auf K2 mit bogenfo¨rmiger Bewegung \ ist der da / zeigt nacheinander58
auf: K1 K2 K1 K2 . . . so dann fa¨llt der wieder zeigt auf K2, x>2 . . . und dann fa¨llt er59
wieder und dann steigt er zeigt auf K1 mit gerader Bewegung nach oben. . .60
Trotz der anscheinenden Eloquenz ihrer Argumentation ist eine Unsicherheit
und eventuelle Fehlvorstellung zu erkennen: Die Verbindung
”
Hier fallend - da
fallend“ in Zeile 53 (wobei mit
”
hier“ und
”
da“ die Graphen von f und f´
gemeint sind) scheint darauf hin zu weisen, dass sie das Steigungsverhalten
von f analog zu dem von f´ sieht. Dabei passen die Worte und Handbewe-
gungen bezogen auf den Graphen auf Karte K2 nicht zusammen. Sie geht
salopp u¨ber diese Inkonsequenz hinweg, zo¨gert aber danach im Redefluss.
Die Bewegungen und Worte, die unmittelbar folgen, ko¨nnen sowohl gesehen
werden als weitere Hinweise auf die bestehende Fehlvorstellung oder als erste
Boten einer Korrektur. Im letzten Fall ließe sich die bogenfo¨rmige Bewegung
auf K2 bei den Worten
”
hier auch steigend“ (Zeile 58) als Beschreibung des
x-Bereichs zwischen -0.5 und 1.5 sehen. Die zugeho¨rigen y-Werte sind dort
154 9. AUSWERTUNG DER QUALITATIVEN STUDIE
positiv und hier ist der Graph K1 steigend. Einen sicheren Hinweis auf eine
Korrektur findet sich in den Zeilen 83f, wo sie sich im Rahmen der A¨ußerung
unmittelbar selbst verbessert:
U: Hier ist er steigend zeigt auf K1 x>0 und deswegen ist er ja auch hier zeigt auf K282
steigend . . . wieder im positiven Bereich83
Als Referenz fu¨r diese Selbst-Korrektur von U kann der Beitrag von P in
Zeile 66ff gesehen werden, der kurz vorher gea¨ußert wurde und wo P den
Zusammenhang zwischen Steigung des Graphen von f und Funktionswerten
von f´ anwendet und dabei deutlich erkla¨rt:
P: Der Graph fa¨llt \ zeigt auf K1 . . . also ist die S t e i g u n g im negativen Bereich also66
ist die . . . er fa¨llt also muss . . . y im negativen Bereich sein bei der zweiten Ableitung67
. . . zeigt auf K268
U: zeigt auch auf K2 ( ) dann is er hier . . .69
P: bei null . . . zeigt auf K2 Genau70
P: Dann steigt er . . . zeigt auf K271
P: Stimmt ja auch . . .72
U: die beiden stimmen . . .73
Trotz dieser Korrektur von U blitzt kurze Zeit spa¨ter ihre Unsicher-
heit wieder auf – wohl ausgelo¨st durch P´s Verwechseln von f und f´,
was neue Verwirrung stiftet und zeigt, dass U´s Korrektur noch nicht
manifest ist. Beide Schu¨lerinnen gehen jedoch u¨ber diese Ungereimthei-
ten hinweg. Der Unsicherheit wird keinen Raum gegeben, vielmehr die
Unscha¨rfe nivelliert. Man ist von dem unausgesprochenen Arbeitskonsens
(vgl. [Krummheuer/Schreiber 2005], S.23) getragen, es argumentativ passend
zu machen, um der Lo¨sung schneller na¨her zu kommen. Deshalb darf das Pro-
blem nicht komplizierter sondern muss klarer werden. Auch wenn hier u¨ber
die Unsicherheit hinweggegangen wird, findet sich spa¨ter in der dritten Phase
ein weiterer Beleg dafu¨r, dass U ihre Fehlvorstellung letztlich korrigiert hat
(Zeile 113f).
Die Zeilen 66-68 zeigen noch einen weiteren interessanten Aspekt – bezogen
auf die kommunikative Handlung. U und P formulieren gemeinsam, die eine
fu¨hrt den begonnenen Satz der anderen fort. Dadurch wird das Miteinander
in der Erkenntnisfindung explizit. Dieses
”
Miteinander denken“ fu¨hrt auch
leichter dazu, dass sie u¨ber sprachliche Ungenauigkeiten hinweg ho¨ren und
dennoch verstehen, was die andere meint. So werden die negativen Vorzeichen
einzelner Stellen mehrmals nicht genannt, obwohl man sich eindeutig auf
negative Stellen im Graphen bezieht, was auch offensichtlich von allen richtig
verstanden wird. A¨hnlich ist dies, wenn P die Karte K2 als
”
zweite Ableitung“
und Karte K1 als
”
erste Ableitung“ bezeichnet, obwohl aus dem Kontext
hervorgeht, dass sie f und f´ meint. Das korrekte Formulieren der Details
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hat an diesen Stellen keine Bedeutung fu¨r das gegenseitige Verstehen der
inhaltlichen Aussage. Die eine weiß einfach, was die andere meint und versteht
das Richtige, da man den Gedanken folgt und nicht den Worten.
P la¨sst sich in dieser zweiten Phase auf die Punkt-Strategie ein und wendet
sie sogar selbst an (Zeilen 60 – 63):
P: Hier wa¨re ein Wendepunkt bei null \ zeigt auf K2, erst auf Mitte, dann nach rechts47
und links48
U: wieder das stimmt sogar \49
P: Hier wa¨re ein Wendepunkt und da ein Wendepunkt zeigt auf K2 Also/ . . .50
U<: murmelt ( )51
P: Ganz langsam war zu schnell52
P: Der Graph fa¨llt \ zeigt auf K1 . . . also ist die S t e i g u n g im negativen Bereich also53
ist die . . . er fa¨llt also muss . . . y im negativen Bereich sein bei der zweiten Ableitung54
. . . zeigt auf K255
Jedoch erzwingt sie selbst einen Stopp (Zeile 52) zur Reflexion und wendet
daraufhin
”
ihre“ Strategie der Steigungsbetrachtung an, um die Zusammen-
geho¨rigkeit der Graphen zu pru¨fen. Wie im folgenden Kapitel na¨her erla¨utert,
fu¨hrt die wachsende Verzahnung der beiden Strategien zum Finden des er-
sten Sets an zusammengeho¨rigen Graphen. Erschwerend fu¨r P´s Erkennt-
nisprozess ist, dass sie anscheinend dazu neigt, das Schliessen von f auf f´
mit dem Schließen von f´ auf f zu verwechseln. Das fu¨hrt sogar im Laufe
der Sequenz dazu, dass aufgrund dieser Verwechslung ein eigentlich richtiges
Paar von Graphen (K4 und K5) wieder getrennt wird, ohne dass die anderen
Mitschu¨lerinnen das monieren (Zeile 177f).
Dritte Phase: Gemeinsam Anwenden
Die dritte Phase zeichnet sich durch einen hohen Grad an Kommunikation
aus. Die Gedanken werden zunehmend besser und ausfu¨hrlicher artikuliert,
aber auch das
”
Zusammen denken“ ist sehr intensiv. Auch hier ist es noch so,
dass Fehler im Sprachlichen gemeinsam u¨bergangen und sogar u¨bernommen
werden, obwohl eindeutig das Richtige gemeint ist. So wird zum Beispiel
fortwa¨hrend die Stelle (- 2) im Graphen K4 mit (2) bezeichnet. Es schei-
nen beide Kriterien – sowohl Betrachten des Steigungsverhaltens wie auch
markanter Punkte – gefestigt und die neuen Erkenntnisse und Einsichten
werden auf die Untersuchung weiterer Graphen u¨bertragen. Bevor ein Set
von drei Graphen als zusammengeho¨rig erkannt wird, werden beide Kriteri-
en zur U¨berpru¨fung kontrolliert. Die eigene Unscha¨rfe in den Formulierungen
wird dabei zunehmend gegla¨ttet. Das Festigen und Verstehen scheint einher
zu gehen mit dem Einlassen und Einbeziehen der Vorstellung und Herange-
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hensweise der anderen. Dabei ist das Einbeziehen jedoch erst dann mo¨glich,
wenn sich eine gewisse Grundsicherheit bereits entwickelt hat.
U: Gucken wir ob der stimmt und null . . . \ guck mal ob der stimmt zeigt auf K4105
. . . Fallend bis zwei . . . danach wieder fallend bis eins komma neun . . . zeigt auf K5 im106
positiven x-Bereich Ja107
P<: hmmhm \ gerade Bewegung am Graph K4 entlang nach unten ja dann steigt er108
mu¨sste er im positiven Bereich sein . . .109
U: Ja dann steigt zeigt auf K4 . . . dann steigt er . . . mu¨sste er hier schon wieder im110
positiven Bereich sein zeigt auf K5111
112
Am Ende der Sequenz wird das zweite Set zusammengeho¨riger Graphen er-
kannt. P scheint danach Spaß daran zu finden, auch noch das dritte Set
zu ermitteln und ist entta¨uscht, als U diesen letzten Schritt bewusst an C
abgibt. Dieser nimmt zusammen mit A die Aufforderung an, geht aber be-
wusst aus der Film-Situation heraus, weshalb hier die Transkription endet
und offen bleibt, welche Erkenntnis A und C durch die Beobachtung des
Lo¨sungsprozesses von U und P gewinnen konnten. Interessant ist, dass U ih-
ren Mitschu¨ler C erst dann einbezieht, nachdem die eigenen Unsicherheiten
u¨berwunden worden sind. Zum einen scheint erst dann die Zeit, den anderen
u¨berhaupt in den Blick zu nehmen und wird die Rollenverteilung innerhalb
der Gruppe von allen akzeptiert.
Da die Dynamik des Gespra¨chs wesentlich von den beiden Strategien, die
Zusammengeho¨rigkeit entweder durch eine Punkt- oder eine Steigungsbe-
trachtung zu finden, wird in einem folgenden Kapitel dieser Aspekt noch
einmal eigens beleuchtet.
9.1.3 Untersuchung hinsichtlich der unterschiedlichen
Lo¨sungsstrategien
Die beiden konkurrierenden Sichtweisen im Dialog weisen Merkmale auf,
wie sie bereits mehrfach in der Mathematikdidaktik beschrieben wurden.
So hat Schwank (1996) aus Beobachtungen von Problemlo¨seprozessen die
Hypothese abgeleitet, zwei grundlegend verschiedene kognitive Zuga¨nge bei
der mathematischen Begriffsbildung zu unterscheiden. Danach sind die ko-
gnitiven Denkstrukturen entweder sta¨rker pra¨dikativ oder sta¨rker funktional
gepra¨gt, je nachdem ob eher die Analyse von Strukturen oder die Analyse
von Wirkungsweisen bestimmend sind (vgl. auch [Hefendehl-Hebeker 2003]).
Borromeo-Ferri konnte in ihrer Studie besta¨tigen, dass die Ansa¨tze Kleins
und Burton fu¨r verschiedene mathematische Denkstile bei Mathematikern
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und Mathematikerinnen auch fu¨r Lernende in Mathematik zu beobachten
sind. Sie kommt aufgrund ihrer Analysen zu der Unterscheidung zwischen
ganzheitlichem und zergliederndem Vorgehen ([Borromeo-Ferri 2002]). Auch
wenn im Rahmen solcher Studien die verschiedenen Repra¨sentationsweisen
ausschließlich im Kontext spezieller klinischer Situationen und bei bestimm-
ten Aufgabenstellung beobachtet werden, betont Borromeo-Ferri die Rele-
vanz der U¨bertragbarkeit solcher Ergebnisse auf allgemeine Situationen des
Lernen und Lehrens von Mathematik. Dies betont auch Lambert (2003, S.11)
aufgrund seiner Synopse verschiedener Ansa¨tze zur Klassifizierung von Denk-
stilen von Mathematikern und Schu¨lerinnen und Schu¨lern. Er postuliert ein
zweidimensionales Schema, das in der einen Dimension zwischen pra¨dikativ
und funktional und in der anderen zwischen formal, visuell und konzeptu-
ell unterscheidet. Fu¨r die hier vorliegende Analyse ero¨ffnet die Perspektive
verschiedener Denkstile und kognitiver Zuga¨nge eine Orientierung, die un-
terschiedlichen Blickrichtungen der beiden Schu¨lerinnen auf die Aufgabe zu
konturieren. Dies bezieht sich hauptsa¨chlich auf die Unterscheidung zwischen
pra¨dikativ und funktional.
Diese beiden verschiedenen Sichtweisen lassen sich zudem in Beziehung
setzen zu den beiden wesentlichen Grundvorstellungen des Funktionsbe-
griffs, die Malle (2000) als die beiden wesentlichen Aspekte einer Funk-
tion,
”
die beiden Seiten einer Medaille“, bezeichnet (vgl. Seite 58): den
Zuordnungs- und den Kovariationsaspekt. Beim Aspekt der Kovariation wird
das A¨nderungsverhalten betont, ist also mehr dynamisch zu sehen (z.B.
”
Wie
verha¨lt sich f(x) bei wachsendem/ fallendem x?“) im Gegensatz zum Zuord-
nungsaspekt, der eher mit einem statischen Erfassen der Funktion verbunden
ist, was sich zum Beispiel in der Frage ausdru¨ckt:
”
Welches f(x) geho¨rt zu
einem bestimmten x?“
Um den Einfluss der Sichtweisen auf die Gespra¨chsdynamik besser ab-
bilden zu ko¨nnen, wurden zwei parallele Kodierungen des gesamten Ge-
spra¨chsverlaufs vorgenommen, soweit sie aus der Artikulation erkennbar wa-
ren. Das so entstandene Strukturschema findet sich in Abbildung 9.3.
Die eine Kodierung bezieht sich auf den verwendeten kognitiven Zugang (sie-
he
”
Kognitiv“ in Abbildung 9.3) und die zweite auf die Art der kommuni-
kativen Handlung. Fu¨r die erste Kodierung wurden die Redebeitra¨ge von
P und U – sofern eindeutig zuzuordnen – entweder als eher statischer oder
eher dynamischer Zugang bezeichnet. Beitra¨ge, die nicht eindeutig zuzuord-
nen waren und Beitra¨ge der dritten Schu¨lerin bzw. des Schu¨lers wurden unter
”
ohne Zuordnung“ zusammengefasst. Damit erhielt man die fu¨nf Kategorien:
1. ohne Zuordnung (oZ)
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Abbildung 9.3: Strukturschema des Gespra¨chsverlaufs
2. P – statisch
3. P – dynamisch
4. U – statisch
5. U – dynamisch
Die zweite Kodierung bezu¨glich der kommunikativen Handlung sollte als par-
allele Sicht den Zusammenhang zwischen dem kognitiven Zugang und der
jeweiligen Phase der Problemlo¨sung und der damit verbundenen Art der
kommunikativen Handlung sichtbar machen. Dabei wurden die Redebeitra¨ge
in die drei Grobkategorien klassifiziert, die auch fu¨r das Analyseschema (Ta-
bellen F.1 bis F.3) leitend waren: Assoziation, Argumentation und Ergebnis
(vgl. Seite 149)
Die Synopse der beiden Kodierungen in Abbildung 9.3 la¨sst folgende Zusam-
menha¨nge hervortreten:
• Insgesamt zeigt U eine gro¨ßere Flexibilita¨t als P zwischen den bei-
den Strategien zu wechseln. Obwohl U deutlich ha¨ufiger aus statischer
Sicht auf exponierte Punkte schließt (vgl. 2. Zeile bei der oberen Ko-
dierung), greift sie doch P´s Sicht von Verlauf und Steigungen auf (1.
Zeile) und nutzt sie, um die zugeho¨rigen Graphen zu finden. Ihre Re-
debeitra¨ge sind deutlich la¨nger als die von P und bestehen ha¨ufiger aus
mehrschrittigen Gedankenketten - insbesondere gegen Ende (ab Zeit-
punkt 6:00). Dies passt auch zum Gesamteindruck, den sie vermittelt.
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Sie spricht sicherer und bestimmter als P und wendet
”
ihre“ Strategie
der Punktbetrachtungen souvera¨n und u¨berzeugt an. Am Ende (ab un-
gefa¨hr 6:40) ist sie es, die die endgu¨ltigen Argumente liefert, das zweite
Set sicher zu bestimmen. Dabei begru¨ndet sie zuna¨chst durch Punkt-
betrachtungen und nutzt P´s Sicht auf den Graphenverlauf zur letzten
Absicherung der Zusammengeho¨rigkeit des gefundenen Sets.
• P´s Redebeitra¨ge sind eher kurz und fragend und ihr Hauptaugenmerk
liegt auf der Analyse der Graphen hinsichtlich des Verlaufs. Es inter-
essiert sie, wann der Graph fa¨llt und wann er steigt und wie dement-
sprechend die erste Ableitung aussehen muss. Sie nutzt die Strategie
der Punktbetrachtung lediglich zur Kontrolle oder um nach gefunde-
nem Paar eines Graphen zu f und f´ den dritten Graphen zu f´´ zu
bestimmen (Stelle C, ungefa¨hrer Zeitpunkt 3:40).
• Bevor das erste Graphen-Paar (Stelle B, zwischen 2:20 und 3:30) ge-
funden wird, ist der Wechsel zwischen den Repra¨sentationsformen bei
beiden Schu¨lerinnen eher kurztaktig (Stelle A) und scheint sich gegen-
seitig zu erga¨nzen.
9.1.4 Erkenntnisse aus der Analyse
Zuna¨chst muss konstatiert werden, dass im Zuge der gemeinsamen Pro-
blemlo¨sung in den A¨ußerungen der Schu¨lerinnen eine Vielzahl kognitiver
Ta¨tigkeiten sichtbar werden, die sich nach den fu¨nf zugrunde gelegten Be-
reichen Rezipieren, Darstellen, Analysieren, Reflektieren und Kreieren (vgl.
dazu Kapitel 5.3, Seite 66) spezifizieren lassen.
• Der Bereich des Rezipierens macht hier zwar nicht die prima¨ren Hand-
lungen aus, doch tritt Rezipieren als Teil der Aktivita¨ten der beiden
Schu¨lerinnen in zweifacher Hinsicht auf. Einerseits nutzen sie bewusst
die Sicht und Strategie der jeweils anderen fu¨r die Problemlo¨sung. Zum
anderen verwenden sie konsolidiertes mathematisches Wissen, das sie
zum Beispiel im vorherigen Unterricht erworben haben, u¨bernehmen
also auch auf diese Weise fremdes Gedankengut.
• Das Darstellen im Sinne eines Wechsels der verschiedenen mathemati-
schen Darstellungsarten beschra¨nkt sich hier aufgrund der Aufgaben-
stellung auf das Verbalisieren der Eigenschaften der vorgegebenen Gra-
phen. Im Zuge der Erkla¨rungen beziehen die Schu¨lerinnen keine weitere
Darstellungsart ein.
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• Das Analysieren geho¨rt bereits von der Fragestellung, die zueinander
passenden Graphen zu finden, zur exponierten Ta¨tigkeit bei dieser Auf-
gabe. Dies wird auch im Gespra¨ch deutlich sichtbar. Die Schu¨lerinnen
analysieren die vorgegebenen Graphen hinsichtlich ihrer lokalen und
globalen Eigenschaften. Dazu geho¨rt zuna¨chst das Erfassen der beson-
deren Form des Graphen, aufgrund derer die Schu¨lerinnen die Graphen
nach dem Grad des Funktionsterms sortiert haben. Das Erkennen mar-
kanter Punkte wie Nullstellen, Extrem- und Wendepunkte ist ein wei-
terer Akt der Analyse. Auch das Erfassen des Steigungsverhaltens in
verschiedenen Bereichen des Graphen wird von den Schu¨lerinnen als
weiteres Kriterium vollzogen.
• Reflexion wird sichtbar, wenn die Schu¨lerinnen ihr Handeln von ei-
nem ho¨heren Standpunkt aus betrachten und Erkenntnisse bewusst fu¨r
spa¨teres Handeln nutzen. Dies geschieht zum Beispiel, wenn P in Zei-
le 45 einwendet: · · · mit den Extrempunkten haben wir uns gerade vertan,
lass uns erst mal gucken“. Die Negativerfahrung will sie bewusst nicht
wiederholen und stellt sich deshalb gegen eine Wiederholung der Stra-
tegie, u¨ber Punktbetrachtung zum Ziel zu kommen. Auch U reflektiert
ihr Handeln, wenn sie ihr gewa¨hltes oder intendiertes Vorgehen bewusst
als
”
Verfahren“ bezeichnet. So sagt sie in Zeile 144
”
man kann das ja wie-
der mit dem gleichen Verfahren gucken“ und meint damit, dass zuna¨chst
einzelne Punkte betrachtet werden, was sie dann auch tut.
• Kreative Ta¨tigkeiten sind gefordert und werden deutlich, wenn es um
Ideen geht, auf welche Weise man sich der Lo¨sung na¨hern kann. Auch in
Phasen, in denen der Lo¨sungsprozess ins Stocken gera¨t und neue Impul-
se no¨tig sind, zeigen die Schu¨lerinnen Kreativita¨t. In beiderlei Hinsicht
lassen sich im Gespra¨chsverlauf Belege finden: Das Vorstrukturieren
der Graphen nach dem Grad der Funktion la¨sst ebenso wie das Fin-
den geeigneter Strategien, um die Zusammengeho¨rigkeit der Graphen
zu erkennen, auf kreative Akte schließen. Die kreativen Impulse, die
den Prozess neu in Gang setzen und den Rest der Gruppe neu fu¨r die
Sache motivieren sollen, sind unterschiedlicher Natur. Das ist zum Bei-
spiel das Verschieben einzelner Karten, um so auch fu¨r die anderen neue
Karten in den Blick zu ru¨cken (z.B. Zeile 15). Oder es ist das bewusste
Wiederholen bereits vollzogener Erkenntnisse, was P ha¨ufiger vollzieht.
Das Gewa¨hren des informellen Austausches liefert hier den Rahmen, dass
die Lernenden ihr Wissen aktiv in der Auseinandersetzung mit anderen auf-
bauen ko¨nnen. Sie haben so die Mo¨glichkeit, in einem konstruktivistischen
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Sinne ihr Lernen durch
”
Reorganisation bereits vorhandener Wissensstruktu-
ren“ Spitzer (2002) aufzubauen. Dabei fließen ausschließlich die individuellen
Vorerfahrungen und das bereits erworbene Wissen als Basis der Kommuni-
kation mit ein und sind alleinige Anker, Lo¨sungsansa¨tze - hier in Form von
Zusammengeho¨rigkeitskriterien der Graphen - zu finden. Es gibt außer der
Aufgabenstellung keine gerichteten Impulse durch die Lehrperson. Die Kom-
munikation ist insofern
”
frei“. Ihre Dynamik gewinnt sie allein aus der Bereit-
stellung von Ideen aus dem Kreis der Schu¨lergruppe. Diese Art des Lernens
geschieht interaktiv im Austausch zwischen den beiden Schu¨lerinnen und ist
ein gutes Beispiel dafu¨r, wie - im Sinne Voigts (1984) die Interaktionslogik
dazu beitra¨gt, die Sachlogik zu scha¨rfen. Es liegt nur im Duktus der Ler-
nenden, die fachliche Pra¨zisierung vorzunehmen. Dabei ist die Suche nach
sprachlicher Klarheit a¨ußeres Zeichen der fachlichen Pra¨zisierung. Insofern
verla¨uft hier das Zusammenspiel von sprachlicher Gestaltung und fachlichem
Verstehen entgegengesetzt zu dem bei vielen von der Lehrperson gefu¨hrten
Gespra¨chen, wo im gu¨nstigen Fall das inhaltliche Verstehen der sprachlichen
Exaktheit folgt und nicht wie hier - das exakte Formulieren dem Verstehen
des Sachverhalts. Hierin zeigt sich der Wert der freien Kommunikation, dass
trotz der bestehenden Unscha¨rfen
”
es sich im Laufe des Gespra¨chs richtet“.
Das informelle Austauschen la¨sst zu, dass noch unklare, verschwommene Ge-
danken ausgesprochen werden und jede der Protagonistinnen sich einen ver-
balen Handlungsspielraum verschafft. Dabei bleiben verschiedene Deutungen
nebeneinander stehen und werden eigene Denkstile und Pra¨ferenzen parallel
verfolgt. Dies geschieht lediglich in Abgrenzung zu anderen, die als gleichbe-
rechtigt gesehen werden. Im Laufe des Gespra¨chs werden diese jedoch klarer
und eindeutiger gefasst. Die Chance fu¨r diesen rationalen Akt haben die
Schu¨lerinnen nur aufgrund des freien Rahmens, dessen Hauptmerkmal die
Lehrerabstinenz ist. Sie ko¨nnen fu¨r sich selbst das Reden u¨ber Mathematik
kultivieren ohne von voreiligen Impulsen - zum Beispiel in Richtung Korri-
gieren ungenauer Formulierungen - gesto¨rt zu werden.
In diesem Sinne macht der hier gefu¨hrte Dialog zwischen den beiden
Schu¨lerinnen P und U die von Kambartel genannten Charakteristika eines
rationalen Dialogs deutlich (nach [Hefendehl-Hebeker 2004a]):
• Der Dialog ist unvoreingenommen: Beide Protagonistinnen werden im
Laufe des Gespra¨chs bereit und flexibel, ihre eigene Sichtweise durch die
jeweils andere zu erga¨nzen und damit die eigene abzurunden. Dies wird
insbesondere dadurch deutlich, dass beide die jeweiligen Strategien der
anderen als U¨berpru¨fungskriterium fu¨r die Zusammengeho¨rigkeit der
Graphen nutzen.
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• Der Dialog ist zwanglos : Alle A¨ußerungen sind spontan und frei. Es
herrscht keine Angst, ungenau oder falsch zu formulieren, da es keine
Person gibt, die aufgrund eines u¨bergeordneten Kategoriensystems wie
zum Beispiel der konsolidierten Fachsicht die A¨ußerungen bewertet und
gegenbenfalls verbessert. Allein die sich im Gespra¨ch kognitiv ergeben-
den Dissonanzen geben Anlass zur Verbesserung von Formulierungen
und Sichtweisen.
• Der Dialog ist nicht persuasiv : Es werden keine fraglos hingenomme-
nen Setzungen benutzt oder gar daran appelliert. Der gesamte Dialog
zeichnet sich durch die alleinige Kraft des rationalen Denkens und Aus-
tauschens aus und durch die Bereitschaft, dies zu entwickeln und zu
entfalten.
Die Implikationen, die Hefendehl-Hebeler fu¨r das dialogische Prinzip beim
Lernen nennt, lassen sich an dieser Sequenz gut erkennen:
• Offenheit und einfu¨hlendes Verstehen fu¨r den Dialogpartner
• Die Bereitschaft zu subjektiver Wahrhaftigkeit und den Verzicht auf die
Ausu¨bung von Manipulation und Zwang
• Das Streben nach Wahrheit, das gekennzeichnet ist durch Intensita¨t des
Suchens sowie die Bereitschaft, Positionen transparent und U¨berzeugungen
durch Begru¨ndungsbemu¨hungen kontrollierbar zu machen
• Das Streben nach Konsens in der Weise, dass gemeinsame Positionen (· · · )
im Dialog ausgehandelt werden. ([Hefendehl-Hebeker 2004a], S.47)
Die Begru¨ndungsbemu¨hungen bestehen hier nicht aus druckreifen, immer
konsistenten Beitra¨gen. Es sind vielmehr bruchstu¨ckhafte A¨ußerungen und
kaum vollsta¨ndige Sa¨tze. Dennoch wird deutlich, dass sich die Schu¨lerinnen
intensiv mit den Inhalten auseinandersetzen und sowohl das eigene Verste-
hen wie auch das der anderen vertiefen ko¨nnen. Die Analyse zeigt, dass die
einzelnen A¨ußerungen der Schu¨lerinnen nachvollziehbar Schritte im Begriffs-
bildungsprozess verursachen. Dies wurde in den Detailanalysen fu¨r mehrere
Stellen gezeigt. Dabei werden Fehlvorstellungen korrigiert, nicht explizit und
gezielt, sondern implizit im Laufe des Lo¨sungsprozesses. Vor allem wach-
sen der Grad der Lo¨sungsflexibilita¨t und die Sicherheit beim Lo¨sen mit dem
Grad der Auseinandersetzung mit der
”
fremden“ Strategie der jeweils an-
deren Schu¨lerin. Der Grad der Auseinanderstezung und des
”
miteinander
Denkens“ zeigt sich auch darin, dass die Kommunikation intensiver wird bis
hin zum gemeinsamen Formulieren.
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Auffallend ist, dass es sich hier faktisch um einen Dialog zwischen zwei Perso-
nen handelt, obwohl in einer Gruppe zu viert zusammen gearbeitet wird. Der
Dialog o¨ffnet sich erst dann, nachdem die eigenen Unsicherheiten u¨berwunden
sind. So lenkt U ihren Blick erst nach dem Finden des zweiten Sets auf die
weiteren Mitschu¨ler und spricht C gezielt an, das dritte und letzte Set zu
finden. Es wa¨re wert, zu recherchieren, welchen Nutzen die beiden anderen
Gruppenmitglieder – A und C – aus der Sequenz ziehen, was aber hier leider
nicht mo¨glich ist.
Insgesamt macht die Analyse dieser Sequenz das sichtbar, was Kleist (1805)
in seinem Essay
”
U¨ber die allma¨hliche Verfertigung der Gedanken beim Re-
den“ in der Idee zusammenfassst
”
l´ide´e vient on parlant“. Diese Erkenntnis
gibt einmal mehr Anlass zu der Empfehlung an Lehrpersonen, Schu¨lerinnen
und Schu¨ler o¨fter diesen Freiraum zu gewa¨hren und sich darin zu u¨ben,
”
Leh-
rerferne“ zu gewa¨hren und auszuhalten.
9.2 Transkriptanalyse:
”
Was ist ein Wende-
punkt?“
Die Hinfu¨hrung zu den Begriffen Extrem-, Sattel- und Wendepunkte erfolgt
im Rahmen der Lernwerkstatt in den Bausteinen E (
”
Extremes“, Seite 27),
K (
”
Sanft Kru¨mmt sich. . .“, Seite 28)) und L (
”
Lange Leitungen“, Seite
26)). Die Schu¨lerinnen und Schu¨ler werden sowohl im Vorwort zum Mate-
rial als auch bei den einzelnen Bausteinen darauf hingewiesen, dass diese
drei Bausteine eng zusammen geho¨ren und sich gegenseitig bedingen. Even-
tuelle Lu¨cken und Unklarheiten an einzelnen Stellen ko¨nnen deshalb unter
Umsta¨nden erst geschlossen und gelo¨st werden, wenn die jeweils anderen
der drei Bausteine bearbeitet sind. Bei den drei Bausteinen wurden sowohl
verschiedene inhaltliche Schwerpunkte gewa¨hlt als auch unterschiedliche Ak-
tivita¨ten angeregt. Die Analyse von Funktionen in den unterschiedlichen Re-
pra¨sentationsformen Term, Graph, Tabelle ist in Baustein E die Basis, um
die Eigenheiten eines Extrempunktes auch mathematisch zu bestimmen. In
Baustein K geht es um die Analyse eines Graphenverlaufs im Kontext eines
Realbezugs. Bei Baustein L steht sowohl das Recherchieren wie auch das
Vernetzen neu gewonnener Erkenntnisse durch Strukturieren verschiedener
Graphen im Mittelpunkt.
In der beobachteten Unterrichtssequenz wird Baustein L von einer Klein-
gruppe von vier Schu¨lerinnen (B, F, S und L) bearbeitet. Die gesamte Vi-
deoaufzeichnung zeigt die Arbeit der Schu¨lerinnen u¨ber 70 Minuten wa¨hrend
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einer Doppelstunde. Die Aufzeichnung beginnt nicht zu Beginn der Dop-
pelstunde, sondern aus organisatorischen und technischen Gru¨nden ca. 20
Minuten spa¨ter und endet mit der Doppelstunde. Den Schu¨lerinnen steht
Computeralgebra auf einem Handheld-Gera¨t1 zur Verfu¨gung, wobei in der
konkreten Situation nur drei Schu¨lerinnen ihren Rechner dabei haben. Die
Schu¨lerin S hat ihren Rechner zu Hause vergessen.
Auffallend ist, dass die Schu¨lerinnen keine expliziten Vereinbarungen treffen,
woran und in welcher Reihenfolge gearbeitet wird. Von der Aufgabenstel-
lung her ist auch keine Reihenfolge vorgegeben. Die Struktur des Blattes ist
vielmehr bewusst wie eine Mindmap gestaltet, um das vernetzte Erarbeiten
der Begriffe und Konzepte nahe zu legen und den Schu¨lerinnen die fu¨r sie
passende Abfolge der Erarbeitung zu ermo¨glichen. Auch wenn diese Freiheit
der Erarbeitungsabfolge als Chance fu¨r den Lernprozess zu sehen ist, liegt
hierin jedoch zuna¨chst eine fu¨r die Schu¨lerinnen unbewusste Schwierigkeit,
da die Arbeitsabfolge zu organisieren ist. Dies wird von den Schu¨lerinnen
an keiner Stelle thematisiert – sondern eher spontan und nonverbal Konsens
erzielt, woran gearbeitet wird. Dabei werden insbesondere die Impulse einer
Schu¨lerin (F) genutzt, die immer wieder einzelne Fragestellungen aus dem
Material vorliest und in die Runde tra¨gt. Am Ende der Doppelstunde sind
alle Aufgabenstellungen dieses Bausteins bearbeitet, die Lo¨sungen im Heft
notiert und in der Wahrnehmung der Schu¨lerinnen abschließend bearbeitet.
Kapitel 9.2.1 will zuna¨chst einen Eindruck des Gespra¨chsverlaufs der ge-
samten Doppelstunde vermitteln, bevor in Kapitel 9.2.3 die Analysen der
einzelnen Phasen und in Kapitel 9.2.2 die speziellen Schwierigkeiten im Be-
griffsbildungsprozess zum
”
Wendepunkt“ beschrieben werden.
9.2.1 Merkmale und Struktur des Gespra¨chs
Um einen U¨berblick u¨ber den Gesamtablauf u¨ber die Dauer der 70 Minuten
zu erhalten, wurde zuna¨chst eine Strukturanalyse der Gesamtsequenz vorge-
nommen, deren Ergebnis in Abbildung 9.4 zu sehen ist. Dabei wurden ver-
schiedene Aktionsstra¨nge dargestellt, die im Gespra¨chsverlauf vorkommen:
• In der obersten Zeile ist der Haupt-Aktionsstrang aufgezeichnet. Das
ist jeweils die Aktion, die aktuell im Vordergrund steht. Sie wird meist
von dreien oder allen vieren, manchmal auch nur von zwei Schu¨lerinnen
getragen.
1Hier ist es der TI-89 der Firma Texas Instruments. Zum Begriff
”
Handheld“ vgl. Seite
75)
9.2. TRANSKRIPTANALYSE:
”
WAS IST EIN WENDEPUNKT?“ 165
• In der zweiten Zeile wird na¨her spezifiziert, welche Personen den Haupt-
Aktionsstrang aktiv gestalten. Sind es zwei Schu¨lerinnen, wird es in der
zweiten Zeile festgehalten oder es sind drei oder alle vier, dann ist es
in der dritten Zeile vermerkt.
• Die untersten vier Zeilen spezifizieren die Aktionen der Einzelnen. Es
gibt pro Schu¨lerin eine Reihe, in der insbesondere die Impulse als Kreise
sichtbar gemacht sind und zwar in der jeweiligen Farbe, auf welche
Aktion sich der Impuls bezieht.
Abbildung 9.4: Strukturanalyse der Gesamtsequenz
Sowohl Aktionsstra¨nge wie Impulse werden in der Abbildung 9.4 in verschie-
denen Farben dargestellt, um so die verschiedenen Arten der Handlung bzw.
des Impulses zu unterscheiden. Dabei werden – wie auch in der Legende am
oberen Bildrand sichtbar – fu¨nf Kategorien aufgenommen, die sich fu¨r diese
70-minu¨tige Sequenz anbieten. Durch diese Kategorisierung sollte insbeson-
dere ausgewiesen werden, in welchem Umfang es die Schu¨lerinnen erreicht
haben, u¨ber diese Zeit bei der
”
Sache“ zu bleiben und wie sich Impulse
Einzelner auf die Kommunikation ausgewirkt haben. Folgende Kategorien
ko¨nnen deutlich unterschieden werden:
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• Erarbeiten: Alle Gespra¨chsabschnitte, in denen es um die inhaltliche
Erarbeitung der Thematik geht, werden hierunter subsumiert.
• Rechner erkla¨ren: Das sind Phasen, in denen es prima¨r um technische
Fragen geht, die vorher im Unterricht oder bei den selbst gestellten
Hausaufgaben aufgekommen sind. Dazu geho¨rt zum Beispiel das Pro-
blem, warum zwei Rechner verschiedene Bilder im Grafikfenster liefern
oder wie sich Terme innerhalb des Rechners kopieren lassen.
• Dokumentieren: Die Zeiten, in denen etwas gemeinsam formuliert und
im Heft fest gehalten wird, werden unter dieser Rubrik zusammenge-
fasst.
• Organisieren: Hierunter fa¨llt das Organisieren der weiteren Arbeit, wie
Verabredungen bezu¨glich Hausaufgaben und konkretes Planen des wei-
teren Vorgehens im Rahmen der Lernwerkstatt.
• Informelles Reden: Hiermit sind alle Gespra¨chsanteile privater Natur
gemeint, die sich nicht auf die Sache beziehen.
Im Rahmen der Arbeit an dieser Sequenz fiel auf, dass die hier aufgenommene
Gruppenarbeit spontan sehr unterschiedlich empfunden wurde, je nachdem
ob man vor Ort anwesend war oder ob man das Video angeguckt hat. Diejeni-
gen (z.B. die Lehrperson), die die Stunde vor Ort erlebt haben, empfanden die
Arbeit dieser Kleingruppe in der spontanen Ru¨ckmeldung als produktiv und
konzentriert. Diejenigen dagegen, die ihren Eindruck aufgrund des Videos ge-
wonnen haben, hoben zuna¨chst den hohen Anteil der nicht-mathematischen
Privatgespra¨che hervor. Im Unterschied zum realen Erleben vor Ort, wo diese
einzelne Gruppe nur als eine von mehreren Gruppen im Raum wahrgenom-
men wird, bleibt beim Angucken des Videos die Aufmerksamkeit stets bei
dieser einen Gruppe. Dies kann leicht zu dem Eindruck fu¨hren, dass zum
einen das Gespra¨ch in manchen Teilen langatmig wirkt und dass vor allem
das zwar kurze, aber sehr markante Abschweifen in private Gespra¨che sta¨rker
im Geda¨chtnis haften bleibt. Die Strukturanalyse ermo¨glicht hier eine objek-
tivere Einscha¨tzung des zeitlichen Ausmaßes der Privatgespra¨che und erlaubt
vor allem eine bessere Einscha¨tzung, welche Wirkung diese Phasen fu¨r den
Arbeitsprozess haben.
Die Strukturanalyse zeigt, dass Phasen des informellen Redens lediglich 9%
der Zeit ausmachen. Die Phasen sind jeweils kurz und bestimmen kaum den
Hauptaktionsstrang, da meist schnell ein inhaltlicher Impuls gesetzt und auf-
gegriffen wird. Die Arbeitsgruppe versteht es gut, trotz der Unterbrechungen
die Arbeitszeit zu nutzen. Nur ab der 50. Minute gibt es eine la¨ngere solche
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Phase, bei der drei Schu¨lerinnen beteiligt sind. Schu¨lerin B bleibt aber auch
in dieser Phase mit der Sache bescha¨ftigt.
Meist la¨sst sich deutlich ein Strang als Hauptaktion ausweisen, dies gilt ins-
besondere ab der ca. 15. Minute, ab der die Hauptaktion von mindestens
drei der vier Schu¨lerinnen getragen wird. Vorher, in den ersten 15 Minuten,
gibt es kein deutliches Hauptgespra¨ch, sondern mehrere parallele Gespra¨che
zu verschiedenen Themen. Dabei erstaunt die Fa¨higkeit Einzelner, parallelen
Aktionsstra¨ngen zu folgen und unterschiedlich gestellte Anforderungen fast
gleichzeitig zu bedienen. So gibt F zum Beispiel in der folgenden Sequenz
sowohl B als auch L eine Antwort, obwohl ganz Unterschiedliches gefragt
wurde.
F: – also ein Wendepunkt ist auch ein Sattelpunkt \1
B: Mei wie scho¨n (· · · ) guckt auf TR-Bildschirm und zeigt ihn dann zu F2
F: zu B und guckt auf deren RechnerJaaa, jetzt sieht´s gleich aus3
L: zu F Oder ein Hoch- und Tiefpunkt4
F: zu L Nein Hoch- und Tiefpunkt ist was anderes · · · Sattelpunkt5
Insgesamt la¨sst sich aufgrund der Strukturanalyse sagen, dass die
Schu¨lerinnen durchaus rege an der Sache gearbeitet haben. Es wurden im-
mer wieder Impulse zur inhaltlichen Erarbeitung gesetzt und angenommen,
nach informellen Phasen wieder zur Arbeit zuru¨ck gefunden. Der Rechner
hat zu Anfang technische Fragen aufgeworfen, weshalb es hier Phasen gibt,
in denen es prima¨r um Fragen der Bedienung geht. Zum Ende waren diese
Probleme gelo¨st und der Rechner wurde im Rahmen der Erarbeitung ge-
nutzt. Die Phasen der Arbeitsorganisation und Dokumentation konzentrie-
ren sich versta¨ndlicherweise am Ende der Doppelstunde, was aber auch auf
Weitsicht und Planungskompetenz dieser Schu¨lergruppe schließen la¨sst. Es
bleiben nicht nur die einzelnen Aufgaben dieser Stunde im Blick, sondern
auch die Gesamtanforderung im Rahmen der Lernwerkstatt.
In den Phasen der inhaltlichen Erarbeitung legen die Schu¨lerinnen ihr Haupt-
augenmerk auf zwei Aufgaben. Das ist zum einen die Tabelle aus Baustein L,
in der als Kopfzeile
”
Grad der Funktion – Maximale Anzahl Nullstellen – Ma-
ximale Anzahl Extrempunkte – Maximale Anzahl Wendepunkte“ vorgegeben
ist und die gefu¨llt werden soll (vgl. Seite 26). Zum anderen bescha¨ftigen sich
die Schu¨lerinnen mit der Aufforderung aus Baustein L, sich zu informieren,
was ein Wendepunkt ist. Diese beiden Aufgaben werden nicht sequentiell be-
arbeitet, sondern stu¨ckweise abwechselnd bzw. parallel. Zuna¨chst versuchen
die Schu¨lerinnen den Begriff des Wendepunktes zu kla¨ren und finden auch ei-
ne fu¨r sie zufriedenstellende Definition, die sie im Heft notieren. Im weiteren
Gespra¨ch treten beim Ausfu¨llen der Tabelle Unsicherheiten auf, weshalb der
Begriff Wendepunkt erneut besprochen wird. Dabei wird deutlich, dass die
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Unterschiede zwischen den Begriffen Extrempunkt, Sattelpunkt und Wende-
punkt fu¨r die Schu¨lerinnen nicht klar sind. Es kommt zu Verwechslungen,
insbesondere zu den beiden folgenden:
• Die Bezeichnungen
”
Sattelpunkt“ und
”
Wendepunkt“ werden synonym
verwendet.
• Lokale Extrema werden als Wendepunkte angesehen und im Gegensatz
dazu absolute Extrema als Extrempunkte.
Diese Verwechslungen verursachen bei den Schu¨lerinnen immer wieder ko-
gnitive Konflikte beim Ausfu¨llen der Tabelle. Diese Dissonanzen sind Motor
des Gespra¨chs und bringen den Austausch und die Suche nach einer Lo¨sung
und Begriffskla¨rung voran. Gegen Ende der Sequenz ko¨nnen die Verwirrun-
gen gekla¨rt werden – letztlich erst, nachdem die Lehrperson gezielt um Rat
und Besta¨tigung gebeten wurde.
Der Schwerpunkt der folgenden Analyse liegt auf den Gespra¨chsabschnitten
zum Wendepunkt. Dieser Fokus wurde gewa¨hlt, da zum einen diese Frage das
gesamte Gespra¨ch dominiert und zum anderen, da beim Bemu¨hen um eine
Kla¨rung die Schu¨lerinnen sehr unterschiedliche und vielschichtige kognitive
Aktivita¨ten vollziehen.
Es lassen sich die folgenden Gespra¨chsabschnitte unterscheiden, die einer
sequentiellen Analyse in einer Forschergruppe an der Universita¨t Duisburg-
Essen unterzogen wurden.
1. Zeilen 218 – 290: Eine erste Definition:
”
Der Wendepunkt - auch Sat-
telpunkt genannt!?“
2. Zeilen 470 – 524:
”
Wie rechne ich das dann aus?“ und andere offene
Fragen
3. Zeilen ab 550 – 605:
”
Dann geht es doch um eine Richtungsa¨nderung“
Kapitel 9.2.1 bis 9.2.4 widmen sich der Analyse des Transkripts und den
gewonnenen Erkenntnisen. Vorher werden jedoch in Kapitel 9.2.2 einige Ge-
danken zur Begru¨ndung der Aufgabe
”
Informieren Sie sich, was man unter
einem Wendepunkt versteht!“ ausgefu¨hrt, da dieser Weg eher ungewo¨hnlich
im Mathematikunterricht ist. Diese Aufgabe hat in der beobachteten Sequenz
die Begriffskla¨rung ausgelo¨st.
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9.2.2 Gedanken zur hier intendierten Begriffsbildung
Die Aufforderung, sich selbststa¨ndig u¨ber den Begriff
”
Wendepunkt“ zu infor-
mieren, muss im Kontext gesehen werden mit den anderen Aufgabenstellun-
gen in den drei vernetzten Bausteinen E, L und K. So wird in Baustein K der
konkrete Anwendungsbezug des Kurvenverlaufs einer Straße einbezogen (vgl.
Baustein K, Seite 28). Dennoch bleibt die Aufgabenstellung, sich selbst zu in-
formieren, fu¨r manche Lernende je nach Durchgang durch die Lernwerkstatt
die erste Anregung im Hinblick auf das Erlernen des Begriffs
”
Wendepunkt“.
Dies gilt auch fu¨r die Schu¨lergruppe, deren Arbeit hier untersucht wird.
Die Recherche zu einer Bezeichnung (hier das Wort
”
Wendepunkt“) als er-
stem Zugang zu einem Begriff geht einen eher umgekehrten Weg als allgemein
u¨blich im Mathematikunterricht. Normalerweise dient ein inner- oder außer-
mathematisches Problem als Einstieg und Hinfu¨hrung zu einem neuen Begriff
– ganz im Sinne des genetischen Prinzips. Der Weg, vom Wort bzw. dem Zei-
chen her das Tor zur Bedeutung des Begriffes zu o¨ffnen, scheint diesem Prin-
zip zu widersprechen und liegt quer sowohl zur Grundstruktur schulischen
Mathematikunterrichts wie auch vielfa¨ltiger fachdidaktischer Empfehlungen.
So betont Hußmann (2003) in Einklang mit Ruf/Gallin (1998) die Bedeutung
sogenannter Kernideen, die den Lern- und Begriffsbildungsprozesses auslo¨sen
und meint damit Provokationen, mit denen Lernende zum Handeln auf der
Sachebene herausgefordert werden ([Hußmann 2003], S. 34). Bei Vollrath
klingt dies in Anlehnung an Polya (1949) weniger zeitlich fixiert: Vielmehr
wird man sich im Mathematikunterricht darum bemu¨hen, Begriffsbildungs-
prozesse in Problemzusammenha¨nge einzubetten. ([Vollrath 1994], S.257)
Auch in dem von Hischer ([Hischer 1996], [Hischer 2002]) als ontoge-
netisch bezeichneten Weg der Begriffsbildung im Unterricht (vgl. auch
[Lambert 2003]) klingt die inner- oder außermathematische Problemstellung
an, aufgrund derer sich Begriffe im Laufe der Zeit herausbilden. Die Bezeich-
nung und Benennung scheint zumeist die auch sequentiell letzte Stufe des
Begriffsbildungsprozesses zu sein.
Das gegenteilige Vorgehen, das Symbol oder Zeichen als Auslo¨ser zum Erar-
beiten zu wa¨hlen, passt vielmehr zur universita¨ren, systematischen Arbeits-
weise, ausgehend von der Definition u¨ber Sa¨tze und ihre Beweise Anwen-
dungen zu behandeln. Eine solche Einordnung der hier besprochenen Aufga-
benstellung wa¨re jedoch zu eng. Im Rahmen dieser Lernwerkstatt folgt diese
Aufforderung nicht einer Phase der instruktiven Vermittlung wie in klassisch
aufgebauten Vorlesungen, sondern es schließt sich Freiraum fu¨r Recherche
und insbesondere die Mo¨glichkeit der Interaktion im informellen Raum der
Kleingruppe an. Dadurch wird der Rahmen geschaffen, dass Lernende frei
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und ungezwungen, auch erste, auch unfertige Ideen austauschen ko¨nnen. Da-
bei ist die Vorgehensweise frei und nur in der jeweiligen Kleingruppe koope-
rativ zu regeln oder auszuhandeln. Zu erwarten ist dabei ein Gemisch aus
spontanem Austausch von Vorkenntnissen, Ideen und Assoziationen, dem
Suchen und Nachschlagen im Schulbuch oder anderen, verfu¨gbaren Quellen
und der Nutzung des verfu¨gbaren Computeralgebrasystems als Beispielge-
nerator oder Visualisierungsinstrument. Das u¨bergeordnete Ziel dieser Auf-
gabe ist es, dass Schu¨lerinnen und Schu¨ler lernen, gezielt zu recherchieren
und sich selbststa¨ndig Informationen zu beschaffen. So soll insbesondere das
Schulbuch nicht nur als Aufgabenlieferant sondern auch als Nachschlagewerk
kennen und nutzen gelernt werden.
9.2.3 Analyse der einzelnen Phasen
Um auch hier die Begriffsbildungsprozesse der einzelnen Schu¨lerinnen na¨her
konturieren zu ko¨nnen, wurden ebenfalls gema¨ß den methodischen Entschei-
dungen dieser Studie (vgl. Seite 140) Analyse-Tabellen erstellt, in denen je-
weils die kommunikative Handlung, der Referenzkontext und der jeweilige
Schritt im Begriffsbildungsprozess der beteiligten Schu¨lerinnen aufgenom-
men sind. Diese Tabellen befinden sich im Anhang F. Das Trankript des
Gesamtgespra¨chs ist im Anhang E.2 zu finden.
Erster Abschnitt:
Eine erste Definition
”
Wendepunkt - auch Sattelpunkt genannt“
Zeilen 162 – 169/ 218 – 290
Der erste Gespra¨chsabschnitt umfasst zwei Teile – zum einen die Zeilen 162-
169 und zum anderen die Zeilen 218 – 290. Im ersten Teil ergreift F zum ersten
Mal die Initiative, die Aufgabenstellung
”
Informieren Sie sich, was man unter
einem Wendepunkte versteht!“ zu bearbeiten. Dieser erste Versuch wird von
den anderen dreien aus unterschiedlichen Gru¨nden nicht aufgegriffen. B ist
damit bescha¨ftigt, die Graphen zu verschiedenen Termen mit dem Rechner
zu erzeugen und will dies erst fertig stellen. Sie a¨ußert dies deutlich. S ist
mit Abschreiben bescha¨ftigt – offenbar u¨bertra¨gt sie aus F´s Heft Lo¨sungen
bereits bearbeiteter Bausteine. Die dritte Schu¨lerin L fu¨hlt sich plo¨tzlich
durch die Kamera gesto¨rt.
F: kannst mal machen, dann guck ich das andere nach liest vor Informieren Sie sich162
daru¨ber, was man unter einem Wendepunkt versteht163
F: schla¨gt im Buch nach164
F: Der Wendepunkt ist der Punkt in dem die Steigung · · · sich wendet165
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L: Guckt in die Kamera Oh nein – der guckt mich an lacht166
F: Bin ich froh dass du davor sitzt167
Lachen168
F: · · · hier Extrempunkte · · · da Wendepunkte169
Bereits in dieser kurzen Passage wird eine erste Vorstellung von
”
Wende-
punkt“ sichtbar: Das Wenden wird auf die Steigung bezogen, was im ma-
thematischen Sinn einem lokalen Extrempunkt entsprechen wu¨rde. Hierbei
sind verschiedene Referenzkontexte denkbar, die die Gedanken von F pra¨gen
ko¨nnen:
• Es ko¨nnte einmal die Bedeutung sein, die das
”
Wenden“ im allgemeinen
Sprachgebrauch hat. Dabei bezieht sich Wenden immer auf eine Rich-
tungsa¨nderung, was im Kontext eines Funktionsgraphen als Steigung
gesehen werden ko¨nnte. Wird zum Beispiel ein Graph in Gedanken
”
durchlaufen“, dann sind es die lokalen Extrempunkte, bei denen man
”
sich wenden“ muss im Sinne von umdrehen oder umkehren.
• Der zweite mo¨gliche Referenzkontext fu¨r F ko¨nnten Bezu¨ge zum vor-
herigen Unterricht sein, die bei ihr bereits ein Bild von
”
Wendepunkt“
erzeugt haben. Dass sie ein solches bereits im Kopf hat, zeigen spa¨tere
Anmerkungen, zum Beispiel wenn sie ein konkretes Aufgreifen von B
aus fru¨herem Unterricht (
”
ja das ist da wo das halt da von einer Rechts-
kurve in eine Linkskurveu¨bergeht“) sehr u¨berzeugt besta¨tigt (vgl. Zeile
252).
• Konkreter Referenzkontext ist sicher auch die Schulbuchseite, bei der F
mit dem Blick verharrt. Sie hat vorher einige Minuten lang fu¨r sich al-
leine im eingefu¨hrten Schulbuch ([Griesel/Postel 1999]) gebla¨ttert und
ihr Blick blieb bei dem w-fo¨rmigen Graphen in Abbildung 9.5 ha¨ngen.
Der Graph erinnert sie offenbar an bereits Behandeltes.
Dieser ersten Initiative von F wird jedoch im Hauptaktionsstrang nicht
gefolgt, sondern es stehen zuna¨chst B´s Fragen zum Umgang mit dem
Rechner im Vordergrund. Danach startet F einen erneuten Versuch, die
Mitschu¨lerinnen zur Bearbeitung der entsprechenden Aufgabenstellung zum
Wendepunkt zu bewegen. Diesmal zeigt der Versuch Erfolg. L steigt als er-
ste in das Gespra¨ch ein, B folgt etwas spa¨ter, da sie erst noch mit etwas
anderem bescha¨ftigt ist und S verfolgt das Gespra¨ch zuna¨chst ohne verbale
Beteiligung und steigt ein, als sich abzeichnet, dass es klare Ergebnisse gibt,
die fest gehalten werden ko¨nnen.
F: guckt ins Arbeitsheft mit dem Wendepunkt nee/218
L: Was fu¨r´n Wendepunkt /219
172 9. AUSWERTUNG DER QUALITATIVEN STUDIE
Abbildung 9.5: S.202 in [Griesel/Postel 1999]: Hier verharrt F mit ihrem Blick
F: liest vor aus dem Arbeitsheft Informieren Sie sich, was man unter einemWendepunkt220
versteht221
L,S: Ja222
F: Ja hier in dem Buch liest aus dem Schroedel-Buch und zeigt auf die Graphen223
Abbildung 9.6, S. 192 steht was man unter einem Wendepunkt versteht
Abbildung 9.6: S.192 in [Griesel/Postel 1999]
224
S;L: Ja225
F: – also ein Wendepunkt ist auch ein Sattelpunkt \226
B: Mei wie scho¨n (· · · ) guckt auf TR-Bildschirm und zeigt ihn dann F227
F: zu B und guckt auf deren Rechner Jaaa, jetzt sieht´s gleich aus228
L: zu F Oder ein Hoch- und Tiefpunkt229
F: zu L Nein Hoch- und Tiefpunkt ist was anderes · · · Sattelpunkt230
S: zu B wa¨hrend sie B´s Rechner in der Hand ha¨lt und betrachtet ist das Funktion/· · ·231
F: Nein · · ·232
L: zu F Ja hab´ jetzt hab ich es ja gesehen233
L: Och · · ·234
F: Ja Mensch· · ·235
F: Und aber das ist genauso wie bei den Hoch- und Tiefpunkten dass da an der Stelle236
die Steigung oder die 1. Ableitung also die – also die Steigung null ist237
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B: Ja238
S: Ja239
L: guckt zu B Ja240
L: Tangente gleich null also m t null241
B: · · · bei dem Wendepunkt ist es wie bei den242
F: Das da an der Stelle die a¨hm243
B: Ja244
F: die Steigung null ist245
S: habe meinen Bleistift verloren ...246
B: Ah – jetzt das ist da wo247
L<: Dann ist das dann hier zeigt auf einen Punkt auf ihrem Rechnerbild248
B<: setzt fort das halt da wo von einer Rechtskurve in eine Linkskurve u¨bergeht249
S: Ja250
F: Ja genau251
L: Ja252
L: wenn ich jetzt finden wu¨rde, wo das hier nochmal war guckt auf ihren Rechner,253
zeigt auf einen Punkt und lehnt sich zuru¨ck · · · zu F hier war das doch/254
S: sollen wir das da aufschreiben/255
L: guckt auf ihren Rechner dann ist das ja mal da tief und mal hoch nee \ Zeigt im256
Heft257
L: Dann isses doch bei der hier / zu F guck mal bei der hier dann da/ und258
L: Nein nee/259
F: Nein nicht da oben\ da oben ist der Hochpunkt260
L: Ja aber das geht doch da noch weiter oder nicht261
· · ·262
F stockt und guckt ins Buch263
L: Das hier ist doch so ein Sattelpunkt – da und da oder nicht/ so ein Wendepunkt264
da geht es wieder runter und da wieder hoch macht U-fo¨rmige Handbewegung am265
Rechner, stockt am unteren Minimum266
B: Das ist so wie bei der einen Aufgabe die wir gemacht haben – da mit der Produktion267
(vgl. Abbildung 9.7) da war das ja auch so –268
F: Ja - da war es so269
B: da war es ja auch so ein Wendepunkt weil das auch ja auch nur einer war270
L: Ja – ok271
272
Auch in diesem Abschnitt werden die bereits genannten verschiedenen Re-
ferenzkontexte deutlich. Vor allem sind die Erinnerungen aus dem vorheri-
gen Unterricht spu¨rbar. Alle vier Schu¨lerinnen beziehen sich in verschiedener
Auspra¨gung darauf. Insbesondere nennt B explizit in Zeile 268 Aspekte der
behandelten Produktionsaufgabe (vgl. Abbildung 9.7, Aufgabenstellung sie-
he Seite 2), was bei L und F direkte Zustimmung hervorruft. L bezieht sich
zudem auf den Bildschirm ihres Rechners, der wahrscheinlich die Graphen
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Abbildung 9.7: Produktionaufgabe aus dem vorherigen Unterricht
zeigt, die in Baustein L zur Analyse empfohlen wurden (vgl. Seite 3). Sie
versucht daran zu verifizieren, wo nun ein Wendepunkt liegt. Sie zeigt F ih-
re Vermutungen und bittet um Besta¨tigung. Es ist davon auszugehen, dass
sie dabei auf die Extrema zeigt und diese als Wendepunkt ansieht. F korri-
giert dies spontan in Zeile 260, wird jedoch von L verunsichert, als diese auf
mo¨gliche, absolute Extrema im weiteren Graphenverlauf weist. Erst durch
B´s explizite Erinnerung an die Produktionsaufgabe scheint F wieder siche-
rer zu werden und scheint auch L diese Variante zu akzeptieren (Zeile 272).
F bla¨ttert in ihrem Schulbuch und findet dabei Grafiken, die als weitere Re-
ferenzkontexte fu¨r das Gespra¨ch herangezogen werden. Bei der Suche im
Schulbuch geht F nicht systematisch vor. Sie nutzt nicht das Inhaltsver-
zeichnis oder die Systematik am Buchanfang, sondern sie bla¨ttert frei und
entscheidet offenbar nach einem ersten optischen Eindruck, wo sie verharrt
und gezielt guckt. So verwundert es nicht, dass die Grafik, der sie ihre Auf-
merksamkeit schenkt, an thematisch anderer Stelle steht. So bezieht sich die
Grafik in Abbildung 9.6, die sie in Zeile 224 zum ersten Mal in die Dis-
kussion einbringt, auf die Abgrenzung zwischen lokalen Extrempunkten und
Sattelpunkten. Hier steht nichts von einem
”
Wendepunkt“. Dieser Begriff
wird erst spa¨ter im Buch behandelt und eingefu¨hrt. F hat offenbar eine vage,
graphische Vorstellung von einem Wendepunkt und bleibt im Schulbuch bei
Graphen ha¨ngen, die sie an dieses Bild erinnern. Sie entnimmt der Grafik In-
formationen zum Wendepunkt, denn sie sagt zu ihren Mitschu¨lerinnen, dass
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”
da was von einem Wendepunkt steht“ (Zeile 250). Offenbar kann sie die
unteren Graphen in der Abbildung mit der bereits vorhandenen Vorstellung
von Wendepunkt verbinden und besta¨tigt deshalb spontan und deutlich die
These von B, dass ein Wendepunkt da ist,
”
wo das halt von einer Rechtskur-
ve in eine Linkskurve u¨bergeht“ (Zeile 252). Sie sieht darin keine Einwa¨nde
gegen die Gleichbedeutung von Wende- und Sattelpunkt, auf die sie aufgrund
der Schulbuchseite schließt.
Das von B genannte Spezifikum fu¨r einen Wendepunkt wird nicht nur von F
sondern auch von L und S spontan und deutlich bejaht, von F sogar mit
”
Ja,
genau“ (Zeile 250). Die Formulierung von B la¨sst darauf schließen, dass Vor-
kenntnisse und Erinnerungen aus dem vorherigen Unterricht einfliessen. Diese
nennt B auch explizit mit der Angabe der
”
Produktionsaufgabe“ (Zeile 265,
Abbildung 9.7), die als Einstieg in die Lernwerkstatt im Plenum besprochen
wurde. Bei dieser Aufgabe ging es um Produktionskosten, deren Entwick-
lung mit Hilfe einer Funktion 3.Grades modelliert wurde. Daran sollte die
Notwendigkeit von Funktionsuntersuchungen hinsichtlich besonderer Eigen-
schaften und markanter Punkte verdeutlicht und motiviert werden. Dass bei
diesem Beispiel der Wendepunkt speziell ein Sattelpunkt ist, macht es fu¨r die
Schu¨lerinnen (eher unbewußt) leicht, F´s Vorschlag einer Definition (Synony-
mita¨t zwischen Wende- und Sattelpunkt) einerseits und B´s Deutung (Zeile
250) andererseits miteinander zu verbinden.
Der Gespra¨chsabschnitt endet damit, dass die U¨bereinstimmung zu einer
gemeinsamen Formulierung einer Definition fu¨hrt.
F: diktiert – alle schreiben Ein Wendepunkt · · · auch Sattelpunkt genannt · · · wird275
ermittelt indem man die Steigung der Funktion oder erste Ableitung Gong fu¨rs Stun-276
denende gleich Null setzt \ An dem Wendepunkt · · · a¨hm wechselt die – Weiß jetzt277
nicht wie ich das formulieren soll – wie kann man das scho¨ner formulieren das steht278
nicht da – B – du hast es eben gesagt/279
B: Kru¨mmung der Funktion von rechts nach links zeichnet mit dem linken Arm eine280
Bewegung von rechts nach links281
F: Du dru¨ckst das sehr mathematisch aus\282
B: Die hat gesagt – wir sollen das so ausdru¨cken – dass wir das verstehen ko¨nnen\283
S: Ko¨nnen wir nicht einfach sagen die Richtung – weil von rechts nach links stimmt284
ja nicht – kann ja auch andersrum sein285
F: Das war ja nur ein Beispiel von links nach rechts\286
F: So wir haben Pause warum melden die sich dann nicht/ Keiner hat die Klingel287
geho¨rt – außer mir288
Beim gemeinsamen Formulieren wird nach einem u¨bergeordneten Gattungs-
begriff gesucht fu¨r das, was wechselt. Dazu werden die Begriffe Kurve,
Kru¨mmung, Richtung gleichermaßen angedacht und sich letztlich fu¨r
”
Kur-
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ve“ entschieden (vgl. B´s Hefteintrag in Abbildung 9.8). In der von den
Schu¨lerinnen gea¨ußerten Sammlung von potenziellen Gattungsbegriffen sind
die Verwechslungen von Wendepunkt und Extrempunkt bereits angelegt bzw.
werden darin sichtbar. Insbesondere das Wort
”
Richtung“, das S vorschla¨gt
(Zeile 285), legt eher die Assoziation
”
Extrempunkt“ nahe als
”
Wendepunkt“,
obwohl S explizit damit den Links-Rechts- bzw. Rechts-Links-Wechsel aus-
dru¨cken will. Auch wenn der Vorschlag von S,
”
Richtung“ als Bezugsgro¨ße zu
wa¨hlen, im Gespra¨ch als letzter genannt wird, scheint B
”
Kurve“ vorzuziehen.
In ihrem Heft findet sich dieser Terminus (Abbildung 9.8).
Abbildung 9.8: Hefteintrag von B
Auch wenn sich die Schu¨lerinnen auf eine gemeinsame
”
Definition“ einigen, so
scheint es doch, dass zu diesem Zeitpunkt die Vorstellungen, was jede Einzel-
ne unter einemWendepunkt versteht, voneinander abzuweichen. Fu¨r F ist die
Vorstellung der Gleichheit von Wende- und Sattelpunkt in Verbindung mit
der Eigenschaften
”
Tangentensteigung null“ vorherrschend. Dabei integriert
sie aber gedanklich durchaus den fu¨r einen Wendepunkt typischen Kurven-
wechsel. B sieht im Wendepunkt wesentlich den Wechsel von der Rechts-zur
Linkskurve (oder umgekehrt) und bei S scheint das
”
passend denken“ zu der
Idee zu fu¨hren, dass die Wendepunkte die lokalen Extrema sind, da es fu¨r sie
hauptsa¨chlich um einen Richtungswechsel geht. Extrempunkte sind fu¨r sie
die absoluten Extrema, die
”
weit oben bzw. weit unten“ liegen. S setzt sich
offenbar am wenigsten intenisv mit der Sache und den Argumenten der ande-
ren auseinander, sie bleibt auch in der na¨chsten Phase bei ihrer Vorstellung
und verteidigt diese vehement.
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Zweiter Abschnitt:
”
Wie rechne ich das dann aus?“ und andere offene Fragen
Zeilen 470 – 524
Die unterschiedlichen internen Deutungen des Wendepunkts fu¨hren zu wei-
teren Fragen und Ungereimtheiten, die im zweiten Gespra¨chsabschnitt zu
Tage treten. Dieser Gespra¨chsabschnitt wird ausgelo¨st durch L´s Frage, was
Extrempunkte u¨berhaupt sind:
L: Wieso Extrempunkte – was ist das u¨berhaupt/470
B: Extrempunkte sind das wo diese Wendepunkte sind macht eine Handbewegung wie471
Buchstabe M472
L: Achso – da wo das am ho¨chsten ist oder was/473
F: zu B Nein – eben nicht die Wendepunkte \474
B: Ne – nicht die Wendepunkte zeigt mit dem linken Arm erst ganz hoch dann ganz475
runter476
S: der Punkt, wo es am ho¨chsten und am tiefsten ist macht Handbewegung extrem477
nach oben und extrem nach unten und malt auf den Tisch und stockt478
B: der hoch und am tiefsten ist, nicht Wendepunkte das ist ja bei dem hier der Fall479
malt auf den Tisch, Bewegung von Hoch- und Tiefpunkt, dabei stockt sie480
S: Dann kann es ja nur zwei haben oder immer · · · oder nicht/481
B: Ja aber das sind doch auch automatisch rechts – bei gleichzeitiger Handbewegung482
eines Hochpunktes, stockt483
F: Ja – aber was die gemeinsam haben – ist dass a¨hm die Steigung da Null ist484
B: Ja wie – wie rechne ich jetzt das eine aus und das andere aus – das ist doch485
eigentlich das Gleiche486
F: Ja das ist hier die große Frage/487
B lacht488
F: Das ist doch erkla¨rt – an den Stellen, wo die a¨hm die erste Ableitung – blablabla –489
blabla F schla¨gt im Buch nach490
F: Ich hab´ die Seite verschlagen491
Danach wird zuna¨chst eine ganz andere, inhaltliche Frage von L gekla¨rt.
Dabei bleibt B aber in die Buchseite vertieft, die F ihr gereicht hat. Sie
betrachtet jedoch auf dieser Seite nicht die Grafik, die F ihr eigentlich zei-
gen wollte (Abbildung 9.6), sondern betrachtet die daru¨ber liegende Grafik
(Abbildung 9.9), die ihr anscheinend hilft, ihr Problem zu verifizieren.
B: Das wendet doch da auch von einer Rechts- in eine Linkskurve – also muss es doch507
da ein Sattelpunkt sein – zeigt auf Abbildung 9.9508
F: Nee509
B: Das mit der Rechts- oder Linkskurve ist eh Scheiße – was wir erza¨hlt haben510
B: Das ist doch nur da so – aber da ist es· · ·511
L: Wie bei Formel Eins ne/ – erst nach rechts dann nach links512
S: Es wechselt doch einfach mal die Richtung513
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Abbildung 9.9: Grafik aus dem Schulbuch [Griesel/Postel 1999], S.192
B: Ja wie auch immer das mit den Kurven und dem Wechsel – das ist514
B: Aber das wa¨re ja hier auch so von den Kurven da wechselt es ja auch zeigt ins Buch515
auf Abbildung 9.6, S.192516
L: Was u¨berlegst du eigentlich gerade – ich versteh das irgendwie gar nicht517
B: zum Beispiel das – was hier an diesem Punkt hier ist518
L: Ja – das ist der Schnittpunkt mit der y-Achse519
B: Genau – und wie ist denn dort die Tangentensteigung/520
F: Gibt es u¨berhaupt ´ne Funktion 1. Grades/521
L: Ja die Tangentensteigung hier – Hallo – Ho¨rst du mir mal zu bitte – die mu¨sste522
doch eigentlich hier so anliegen – oder nicht/523
B: Dann wu¨rde die genau da lang gehen – dann wa¨re da ja keine T a n g e n t e mehr524
Auch zu diesen Gespra¨chsabschnitten konnten aufgrund der Analysetabel-
le (vgl. Anhang F) die Begriffsbildungsprozesse der einzelnen Schu¨lerinnen
na¨her konturiert werden.
Insbesondere B sto¨sst auf mehrere Dissonanzen. Sie ist diejenige, die erkenn-
bar die Deutungsversuche der anderen aufnimmt und sich bemu¨ht, sie mit
ihren eigenen Vorstellungen zu verbinden. So scheint sie auch die lokalen Ex-
trempunkte als Wendepunkte anzusehen – zumindest als zusa¨tzliche Wende-
punkte. Dies wird deutlich in Zeile 471, wo sie spontan auf L´s Frage nach
den Extrempunkten antwortet:
”
Extrempunkte sind das, wo diese Wende-
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punkte sind“. Es zeigt sich auch in Zeile 511 (
”
Das ist doch nur da so – aber
da ist es. . .“), wo sie einmal die lokalen Extrempunkte und einmal den Wen-
depunkt meint. Trotz ihrer weiten Interpretation von Wendepunkt scheint
B die Einzige zu sein, die das Konzept des Kurvenwechsels an einem Punkt
festmachen kann. Dies will sie (noch) nicht aufgegeben. Ihre Vorstellung ver-
mag sie durch eindeutige Handbewegungen auszudru¨cken (Zeilen 471 und
482). Im Unterschied zu den anderen zeigt sie damit, dass sie mit einer eher
funktional-dynamischen Sicht die Graphen lesen und dabei gleichzeitig die
Kurvenart (Linkskurve oder Rechtskurve) wahrnehmen kann. Dies ist bei
keiner der drei anderen Schu¨lerinnen erkennbar. Sie formulieren eine dyna-
mische Sicht nur hinsichtlich der Richtung (zum Beispiel L in Zeile 512:
”
wie
bei Formel 1 - erst nach rechts dann nach links“). Statische Aspekte nutzen
die anderen drei nur, um bestimmte Werte oder Extrempunkteigenschaften
zu benennen. Dazu geho¨ren A¨ußerungen wie
”
Steigung null“ (bei F),
”
da,
wo es am ho¨chsten oder tiefsten ist“ (bei S und L), die meist ohne weite-
ren Erla¨uterungen dann genannt werden, wenn auf einen Punkt an einem
Graphen (im Buch oder am Rechner) gezeigt wird.
Fu¨r B taucht jedoch die Schwierigkeit auf, dass Punkte, die sie als Wen-
depunkte ansieht, nicht das Kriterium
”
Tangentensteigung null“ aufweisen.
Dies trifft bei dem Graphen zu, den sie im Schulbuch findet (Abbildung 9.9).
Sie schafft es, diese Perturbation konkret zu formulieren (Zeile 520), jedoch
wird der Gedankengang von den anderen dreien nicht aufgegriffen und kommt
erst spa¨ter im dritten Gespra¨chsabschnitt erneut zur Diskussion. F ist mit
eigenen Gedanken bescha¨ftigt. L reagiert zwar auf B, greift aber nicht den
Kern von B´s Einwand auf, sondern wirft ein neues Problem auf, worauf B
unmittelbar eingeht. Es ist die Irritation, dass sie zwar von Tangentenstei-
gung spricht, aber die Wendetangente fu¨r sie
”
ja keine Tangente mehr“ (Zeile
524) ist, da die Tangente in diesem Punkt die Kurve schneidet und nicht nur
”
tangiert“. 2 Im Unterschied zu B und F bleiben die Schu¨lerinnen L und S
auch in diesem zweiten Gespra¨chsabschnitt bei der Deutung des Wendens als
einer Richtungsa¨nderung. L untermauert dies sogar mit dem Bild
”
wie bei
der Formel Eins“ (Zeile 512).
2Diese Irritation ist vielfa¨ltig bekannt. Jahnke (1995) beschreibt, dass es auch fu¨r Ber-
noulli noch ein Problem war, ob die Wendetangente tatsa¨chlich als Tangente zu betrachten
ist. Da diese Frage nicht nur hier fu¨r viele Schu¨lerinnen und Schu¨ler auftritt, empfiehlt er
die Lektu¨re eines Textstu¨cks von Bernoulli im Unterricht.
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Dritter Abschnitt:
”
Dann geht es doch um eine Richtungsa¨nderung?“
Zeilen 550 – 603
Es ist die Schu¨lerin S, die die offenen Fragen noch einmal explizit aufgreift.
Sie wiederholt die Frage, wie man nun Extrem- und Wendepunkte
”
heraus-
findet“. Auf diese Frage reagieren L und B, indem sie an ihren alten eigenen
Fragen anknu¨pfen. L will wissen, ob das, worauf sie zeigt, Extrempunkte
sind. B vertieft sich wieder in Abbildung 9.9 und fragt explizit, ob
”
das
da ein Wendepunkt ist oder nicht“. So stehen am Anfang dieses Gespra¨chs
zuna¨chst drei unabha¨ngige Dissonanzen bzw. Fragen (S: Zeile 550, L: Zeile
551 und B: Zeile 554ff).
S: Wie kriegt man diese Extrempunkte raus und die Wendepunkte /550
L: Ich weiß noch nicht mal – was so ein Extrempunkt ist – ist das jetzt so ein Hochpunkt551
und Tiefpunkt/ Ja,nee/552
S: Ja\553
B: Ich wollt zum Beispiel wissen, ob das da zeigt auf den Graphen Abbildung 9.9554
S: jaha555
B: ob das da zum Beispiel da ein Wendepunkt weil das von d e r Kurve zeigt mit dem556
Stift am Graphen in Abbildung 9.9 einen Bogen um den Hochpunkt in d i e Kurve557
zeigt mit dem Stift am Graphen einen Bogen um den Tiefpunkt u¨bergeht – ne/558
S scheint sich klar daru¨ber, was Extrem- und Wendepunkte sind und mo¨chte
nur wissen, wie man diese bestimmt. Sie antwortet dementsprechend sicher
auf B´s und L´s Fragen. Zuerst erha¨lt L die Besta¨tigung, dass sie die Hoch-
und Tiefpunkte richtig am Graphen gezeigt hat. Auch B wird besta¨tigt, je-
doch mischt sich dann F ins Gespra¨ch und fragt B nach dem Grund ihres
Problems. Daraufhin nennt B zum ersten Mal ein Gegenargument zu F´s
Vorstellung des Wendepunkts als Sattelpunkt, dass hier die Steigung nicht
null ist. Leider kommt es zu keinem weiteren Austausch zwischen B und F,
da S ihre Sicht der Dinge zur Lo¨sung anbietet:
F: Ich weiß u¨berhaupt nicht warum du damit ein Problem hast558
B: Aber da ist die Steigung ja gar nicht Null559
S: Das stimmt aber ich finde auch eher – dass Wendepunkte· · ·560
B: sind das und das zeigt am Graphen in Abbildung 9.9 auf die beiden Extrempunkte561
F: Ne der Wendepunkt ist da\562
B: Ja – das meine ich ja – aber da ist ja563
S: Nein – das ist kein Wendepunkt – ab da zeigt auf den Hochpunkt wechselt es ja564
die Richtung und da zeigt auf den Tiefpunkt565
B: Da zeigt auf den Hochpunkt wechselt es einmal da oben – aber ab da zeigt auf den566
Wendepunkt wechselt es doch auch567
S: Nein568
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B: Natu¨rlich von d e r Kurve zeigt mit dem Stift am Graphen in Abbildung 9.9 einen569
Bogen um den Hochpunkt in d i e Kurve zeigt einen Bogen um den Tiefpunkt570
F: Ja571
S: Nein – das ist h i e r zeigt auf den Hochpunkt572
B: Das ist doch so – als wenn er so fa¨hrt zeigt Bogen um den Hochpunkt bis zum573
Wendepunkt und dann fa¨hrt er nach dort zeigt ab dem Wendepunkt Bogen um den574
Tiefpunkt – eine Kurve nach dort – eine nach hier575
S: Hier so – wenn es nach da zeigt auf Hochpunkt wechselt geht es runter und da576
zeigt auf Tiefpunkt geht es wieder hoch577
B: Aber es geht ja da - wenn du es ganz extrem darstellst geht es so und dann wieder578
so – dann ist es dieser hier579
L: Soll ich dir mal ein anderes Mathe-Buch holen/580
S versucht, B davon zu u¨berzeugen, dass die Wendepunkte die Hoch- und
Tiefpunkte sind. F lehnt diese Interpretation intuitiv ab, indem sie auf den
”
richtigen“ Wendepunkt zeigt, ohne weiteres Benennen von Argumenten oder
Erkla¨rungen (Zeile 563) und durch Besta¨tigen von B´s ausfu¨hrlicher Beschrei-
bung in Zeile 471. In einem lebhaften Disput legen S und B jeweils ihre Sicht
der Dinge dar. Dabei bezieht sich S auf einen Richtungswechsel und B auf
den im mathematischen Sinn korrekten Kurvenwechsel. B sieht die Argu-
mentation von S ein, dass es sich im Hochpunkt wendet, kann S aber nicht
dafu¨r gewinnen, dss es sich auch in dem anderen Punkt (dem eigentlichen
Wendepunkt) wendet. S geht darauf nicht ein. Sie kann entweder die Idee des
Kurvenwechsel nicht nachvollziehen oder la¨sst sich nicht auf die Ideen von B
ein. Sie vertritt ihre Meinung nun vehement. Sie bleibt bei ihrer Interpreta-
tion, als sie zusammen mit B eine Grafik im Schulbuch ([Baum u.a. 2000])
anguckt. B hatte diese Seite zufa¨llig aufgeschlagen (Zeile 597) und fu¨hlte
sich von der Grafik (Abbildung 9.10) direkt angesprochen, weshalb sie sie
zur weiteren Kla¨rung nutzt.
S: Das sind die · · · zeigt auf die beiden Extremstellen im oberen Graphen von Abbildung595
9.10)596
B: Ah · · · guck mal da sieht man´s auch, dass es nicht da ist zeigt auf den Sattelpunkt597
im mittleren Graphen von Abbildung 9.10)598
S: Ja · · · weil das doch · · ·599
B: Ja, weil da von ´ner Rechts- in ´ne Linkskurve u¨bergeht600
S: N E I N601
B: Ok – dann ist es nicht so – dann hat es auch nur die beiden Punkte ok602
S: Mann mann mann ich hab mal was gegen B in Mathe richtig603
Es geschieht das Erstaunliche, dass B die Sichtweise von S annimmt und die
Idee des Kurvenwechsels als Besonderheit des Wendepunktes aufgibt. Dies
tut sie, obwohl sie unmittelbar vorher immer wieder die Markanz des Punk-
tes, indem die Kurve sich a¨ndert, argumentativ betont und diesen Punkt
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Abbildung 9.10: Grafik aus dem Schulbuch [Baum u.a. 2000], S.138
richtig in den jeweiligen Graphen gezeigt hat. S hat eine solch argumentative
Kraft, dass sie nicht nur B, sondern auch F und L u¨berzeugt und fu¨r ihre
Sicht gewinnt. Diese U¨berzeugungskraft kann verschiedene Ursachen haben.
Zum einen scheint insbesondere B von dem Bedu¨rfnis nach einer Kla¨rung
der Dissonanzen getrieben, denn mit der U¨bernahme von S´Interpretation
ist das Problem gelo¨st und auch fu¨r die anderen beiden Mitschu¨lerinnen das
Thema beendet. Man kann sich endlich wieder mit dem Ausfu¨llen der Tabelle
bescha¨ftigen. Zum anderen sind die Ideen von S versta¨ndlich und nachvoll-
ziehbar, ihre Ideen deshalb u¨berzeugend. Gerade ihre Gedanken spiegeln die
besonderen begriﬄichen Schwierigkeiten wider, die in der Bezeichnung
”
Wen-
depunkt“ fu¨r diesen Kurvenwechselpunkt liegen, deshalb wird im Rahmen des
na¨chsten Kapitels diese Problematik na¨her umrissen.
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Die vorher im Heft festgehaltene Defintion wird trotz der neuen Interpreta-
tion nicht gea¨ndert. Dies kann entweder zur Ursache haben, dass man aus
arbeitso¨konomischen Gru¨nden das bereits Erledigte nicht noch einmal auf-
greifen mo¨chte oder inhaltliche Gru¨nde, dass die neue Deutung wirklich nur
als eine neue Interpretation des
”
Wechselns von links nach rechts oder umge-
kehrt“ gesehen wird. Die vier Schu¨lerinnen widmen sich imWeiteren dann der
Erarbeitung der geforderten tabellarischen U¨bersicht in Baustein (vgl. Auf-
gabenstellung auf Seite 26). Dabei nutzen die Schu¨lerinnen ihre
”
neue“ In-
terpretation von Wendepunkten aus. Im Laufe des weiteren Gespra¨chs gera¨t
jedoch diese Interpretation noch einmal in Frage. Der Grund dafu¨r ist, dass
insbesondere fu¨r B und F die neue Interpretation des Wendepunkts mit den
urspru¨nglichen intuitiven Vorstellungen sowohl von Extrempunkten als auch
von Wendepunkten unvereinbar ist. Letztlich regt F an, die Lehrperson zu
fragen, was dann zur endgu¨ltigen Kla¨rung fu¨hrt.
9.2.4 Erkenntnisse aus der Analyse
Intensita¨t der Auseinandersetzung Alle vier Schu¨lerinnen sind
wa¨hrend des Gespra¨chs gedanklich integriert und beteiligen sich am Ge-
spra¨ch. Im Verlauf des Gespra¨chs werden die einzelnen Redeanteile la¨nger, da
Gedanken vollsta¨ndiger verbalisiert werden und nicht nur Bruchstu¨cke von
Sa¨tzen formuliert werden. Jede verfolgt zwar ihren eigenen Gedankengang,
setzt sich aber dennoch mit den Gedanken der anderen auseinander und ver-
sucht diese in die eigenen Vorstellungen zu integrieren. Dabei sind folgende
Prozesse der Begriffskla¨rung erkennbar:
Die Schu¨lerin B bringt eine Idee des Wendepunktes aus dem vorherigen Un-
terricht mit, die wahrscheinlich durch die Besprechung einer Produktionsauf-
gabe gepra¨gt ist (vgl. Abbildung 9.7). Diese Vorstellung ist fu¨r sie mit dem
Wechsel der Kurvenart verbunden, was sie im Gespra¨ch an mehreren Stellen
einbringt und gegen Ende vertieft, da sie dann in der Lage ist, diese Markanz
des Kurvenwechsels deutlich zu beschreiben. Ihren klaren Blick auf die Unter-
schiede zwischen Wende- und Extrempunkt nutzt sie zunehmend schlu¨ssiger
und stringenter, um diese Erkenntnis mit den Mitschu¨lerinnen zu teilen. Den-
noch la¨sst sie sich von ihrer Mitschu¨lerin S dazu u¨berreden, die Hoch- und
Tiefpunkte als
”
Wendepunkte“ zu bezeichnen. Bei diesem U¨berreden herrscht
B´s ungeduldiges Bedu¨rfnis vor, dass die Frage nach dem Wendepunkt end-
lich gekla¨rt und Einigung erzielt wird, damit die Arbeit weitergehen kann.
Dieses Nachgeben ist erstaunlich, da B stichhaltig fu¨r die Unterscheidung
zwischen dem Punkt des Kurvenwechsels und des Richtungswechsels argu-
mentiert.
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S fokussiert lediglich die Hoch- und Tiefpunkte und beharrt darauf, dass hier
auch einWenden stattfindet und deshalb die Bezeichnung
”
Wendepunkt“ hier
angebracht ist. Sie zeigt schon sehr fru¨h diese Auffassung, da hier ein Rich-
tungswechsel erfolgt. Sie beteiligt sich insgesamt am wenigsten an den inhalt-
lichen Diskussionen. Ihre Impulse und Fragen zielen in erster Linie darauf ab,
Ergebnisse fest zu halten und die anderen von ihrer Meinung zu u¨berzeugen.
Dieses eher oberfla¨chliche Weiterkommen in der Arbeit scheint ihr deutlich
wichtiger als eine intensive Auseinandersetzung mit den Inhalten. So ist sie
auch nicht bereit, sich inhaltlich mit B´s Einwa¨nden zu bescha¨ftigen, sondern
beharrt auf ihrer Vorstellung, dass im Hoch- und Tiefpunkt
”
gewendet“ wird.
Sie ist die einzige, bei der es keine Hinweise gibt, dass sie die Besonderheit
des eigentlichen Wendepunktes erkannt hat.
F hat – a¨hnlich wie B – eine vage, intuitive Vorstellung aus dem vorherigen
Unterricht, was ein Wendepunkt ist. Dabei ist sie aber nicht in der Lage,
das Spezfische zu verbalisieren sondern bleibt auf der Ebene, an bestimmten
Graphen die Wendepunkte im Unterschied zu den Extrempunkten zu zei-
gen. Dabei wird sie im Laufe des Gespra¨chs immer sicherer. Sie bringt durch
Grafiken aus dem Schulbuch, auf die sie beim Nachschlagen sto¨sst, die Ir-
ritation ins Spiel, dass Wendepunkt und Sattelpunkt synonym sind und im
Wendepunkt die Tangentensteigung null ist. Sie la¨sst sich allerdings auf B´s
Einwand ein, dass es Wendepunkte geben kann, die eine andere Tangeenten-
steigung aufweisen. Jedoch folgt sie B´s Nachgeben und la¨sst sich auf die von
S vorgeschlagene Begriffszuweisung ein.
Bei der Schu¨lerin L zeigen sich zu Beginn deutliche Hinweise, dass sie –
a¨hnlich wie S – auch die Hoch- und Tiefpunkte als Wendepunkte und die
Extrempunkte als die absoluten Extrema ansieht (Zeilen 4 und 257). Jedoch
gera¨t diese Vorstellung im Laufe des Gespra¨chs ins Wanken – insbesonde-
re durch die Interventionen von F (z.B. Zeile 5) und B´s Erinnern an die
Produktionsaufgabe (Zeile 268). Dadurch nimmt auch sie im Laufe des Ge-
spra¨chs die Unterschiede zwischen Extrem- und Wendepunkten wahr. Sie ist
diejenige, die sehr stark Unterstu¨tzung und Besta¨tigung von den anderen
einfordert und dabei sehr ungeduldig ist und es immer sehr schnell erreicht,
dass F und B den eigenen Gedankengang unterbrechen und sich ihr widmen.
Auch wenn die Schu¨lerinnen im Verlauf des untersuchten Gespra¨chs nicht
zu den konsolidierten Bezeichnungen des Wendepunkts gelangen, so ist die
Auseinandersetzung mit der Problematik sehr hoch. Die Unterschiede zwi-
schen dem Wesen eines Extrempunktes und dem eines Wendepunktes werden
vielfa¨ltig diskutiert. Der hohe Grad der Auseinandersetzung mit dem Pro-
blem zeigt sich auch in den selbst gewa¨hlten Veranschaulichungen (Kurven-
wechsel, Handbewegungen,
”
Formel eins“) sowie an der Diskussionen auf der
9.2. TRANSKRIPTANALYSE:
”
WAS IST EIN WENDEPUNKT?“ 185
Meta-Ebene um die Bezugsgro¨ße des Wendens. Dabei werden die Probleme,
die der Begriff
”
Wendepunkt“ semantisch in sich birgt, in besonderer Weise
transparent. Vor allem zeigt sich, wie die individuellen Begriffsbildungspro-
zesse durch die Anmerkungen und Fragen der anderen neue Impulse erhalten.
Die Schwierigkeiten mit dem Begriff
”
Wendepunkt“ Dadurch, dass
bei der Aufgabe das Zeichen selbst (
”
Wendepunkt“) zum Objekt der Unter-
suchung wird, spielen freie, individuelle Assoziationen zum Wort
”
wenden“
ebenso wie Erinnerungen an unterrichtliche Erarbeitungen und Aspekte aus
den benutzten Quellen (hier Schulbu¨chern) eine große Rolle. Dadurch bietet
das Gespra¨ch eine Fu¨lle von Hinweisen auf begriﬄiche Schwierigkeiten und
Verwechslungen und deren potenzielle Ursachen.
Es lassen sich drei Aspekte ausmachen, die das Verstehen dieses Begriffes
erschweren:
•
”
Wenden“ wird in der Alltagssprache im Sinne von Umkeh-
ren, Umdrehen, von-einer-anderen-Seite-betrachten, Richtungswechsel-
vornehmen, · · · interpretiert. Diese wird auch bei den Schu¨lerinnen
im Gespra¨ch deutlich. Diese Bedeutungszuweisung fu¨hrt bei einem di-
rekten Transfer ins Mathematische eher zur Vorstellung des lokalen
Extrempunktes, was ja auch im Gespra¨ch letztlich als Begriffskla¨rung
(Zeile 605) angenommen wird. Wu¨rde man in Gedanken einen Gra-
phen ablaufen, so wa¨re der lokale Extrempunkt genau der Punkt, an
dem man sich umdreht,
”
wendet“ - man ginge vor und zuru¨ck, hin und
her.
• Es sind verschiedene Bezugsgro¨ßen denkbar, auf die sich das Wenden
beziehen kann - es ko¨nnen die Funktionswerte sein, es kann die Rich-
tung oder eben die Kurvenart sein, die sich jeweils wendet. Dass sich
das Wort
”
Wendepunkt“ in der konsolidierten mathematischen Fach-
sprache auf die Kurvenart bezieht, ist zuna¨chst semantisch nicht nahe-
liegend. Genau diese Falle erweist sich auch fu¨r die Schu¨lerinnen und
Schu¨ler, die unbelastet und ohne Vorpra¨gung an die Begriffe herange-
hen und das Wenden auf die Funktionswerte und die Steigung beziehen.
• Zum Verstehen des Begriffes
”
Wendepunkt“ muss eine Dynamik mit-
gedacht werden, um die Spezifik eines einzelnen (statischen) Punktes
erfassen zu ko¨nnen. Diese Charakteristik des Punktes la¨sst sich nur ver-
anschaulichen, wenn man den Graphen
”
gedanklich durchla¨uft“. Diese
dynamische Sicht hilft sowohl bei der Interpretation des Wendepunktes
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als Punkt des Wechsels der Kurvenart wie auch bei der Interpretati-
on als Punkt mit extremer Steigung. Die Schu¨lerin B untermalt ihre
Worte immer wieder durch Handbewegungen, um die Besonderheit des
Punktes fu¨r die anderen und auch fu¨r sich selbst zu veranschaulichen.
Im Gegensatz zum
”
wenden“ ist der Begriff
”
extrem“ in allen drei Aspekten
einfacher weil eindeutiger zu erfassen. Es sind keine Interferenzen mit dem
allta¨glichen Wortgebrauch von
”
extrem“ zu erwarten. Das Wort
”
extrem“
hat eine eindeutige Zuweisung im Sinne von
”
a¨ußerst“ und maximal bzw.
minimal, was auch die wesentliche Eigenschaft eines mathematischen
”
loka-
len Extremas“ trifft. Auch ist die Bezugsgro¨ße im mathematischen Kontext,
auf die sich
”
extrem“ als Eigenschaft bezieht, unmissversta¨ndlich der Funk-
tionswert. Das zeigt sich auch im Gespra¨ch, da hierzu spontan Erkla¨rungen
gegeben und angenommen werden. Schwierig wird es allenfalls bei der Un-
terscheidung von lokalen und absoluten Extrema. Die Unterscheidung, dass
es zwei verschiedene Arten von Extrema gibt, ist auch allen Schu¨lerinnen
im Gespra¨ch klar. Nur werden – dem Vorschlag von S gema¨ß (Zeile 605) –
die lokalen Extrema dann als die Wendepunkte und die absoluten als Ex-
trempunkte gesehen. Auch wenn vorher die lokalen Extrema ha¨ufig als
”
Ex-
trempunkte“ gezeigt und erkannt wurden, fu¨hrt dies leider nicht dazu, dass
der Vorschlag von S nicht sofort abgelehnt wird. Dies erfolgt erst spa¨ter, als
weitere begriﬄiche Dissonanzen auftreten.
Es wa¨re eine Untersuchung wert, inwieweit die Bezeichnungen in an-
deren Sprachen a¨hnliche Probleme aufweisen oder nicht. Im Englischen,
Franzo¨sischen, Spanischen wird zum Beispiel der Wendepunkt als
”
Beugungs-
punkt“ (inflection point, point d´inflexion, el punto de inflexio´n) bezeichnet,
wobei auch hier beim freien Assoziieren zum Begriff
”
Biegung“ oder
”
Beu-
gung“ a¨hnliche Verwechslungen denkbar sind. Eindeutiger scheint hier der
russiche Begriff des
”
Kurvenpunkts“.
Auch die historische Variante des Wendepunktes als dem Punkt, in dem es
von konkav zu konvex wechselt, liefert eine eindeutigere Interpretation und
ist damit fu¨r das Verstehen leichter. Die Unterscheidung zwischen
”
konkav“
und
”
konvex“ geht auf Johan Bernoulli zuru¨ck, der nach Jahnke (1995) als
erster den Begriff
”
Wendepunkt“ in seinem ersten Lehrbuch der Differential-
rechnung (1692) gepra¨gt hat. Das Studium dieser Texte erhellt noch einmal
auf andere Weise die Spezifik des Wendepunktes. Dort heißt es (hier nach
einer U¨bersetzung von Schafhatlein, zitiert nach Jahnke (1995), S.48):
U¨ber die Auffindung des Wendepunktes der Kurven
Es gibt gewisse Kurven, die eine zweifache Kru¨mmung haben, zuerst
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na¨mlich gegen die Achse konkav und nachher konvex gegen sie oder
umgekehrt, erst konvex und zuletzt konkav; derjenige Punkt, der jene
beiden Kru¨mmungen trennt, der das Ende der ersten und der Anfang
der folgenden ist, heißt Wendepunkt oder Ru¨ckkehrpunkt.
Auch wenn diese Beschreibung fu¨r den Fall der waagerechten Tangente
fu¨r unser heutiges Begriffsversta¨ndnis schwierig ist, so liefert sie doch eine
zusa¨tzliche Visualisierung, um das Besondere des Wendepunktes zu erfassen.
Die Interpretation des Wechsels zwischen konkav und konvex ist in heutigen
Schulbu¨chern kaum noch zu finden, wurde aber zum Beispiel im Schulbuch
von Danchwerts/Vogel (1986, S. 80ff) noch benutzt, um Schu¨lerinnen und
Schu¨ler ganz unterschiedliche Interpretationen des Wendepunktes anzubie-
ten.
Noch vielfa¨ltiger als beim Wort ”wenden“ sind die allgemeinen, begriff-
lichen Vorstellungen zu
”
Sattel“. So finden sich in allgemeinen Lexika
(z.B.[Brockhaus 1996-99]) in der Regel Erkla¨rungen wie Sitzvorrichtung
fu¨r Reiter, Fahrrad, Motorrad; Senke in einem Bergru¨cken; Querleiste bei
Streich-u. Zupfinstrumenten. Alle diese Bilder deuten nicht eindeutig auf den
mathematischen Sattel hin – sondern ko¨nnen ebenso einen Extrempunkt na-
helegen. Selbst wenn man Mathematiklehrerinnen und -lehrer nach
”
Sattel“
befragt, wird das Bild nicht eindeutig vom mathematischen Sattel bestimmt
und bleibt die Vielfalt der Bilder bestehen. So haben 10 befragte Lehrper-
sonen auf die Frage
”
Welches außermathematische Bild assoziieren Sie beim
Sattelpunkt?“ im Wesentlichen genannt:
•
”
Ein Pferderu¨cken von der Seite - da ist der Sattelpunkt der Punkt, wo
der Sattel liegt!“
•
”
Ein Reitsattel von hinten - aber das ist eher ein Extrempunkt!“
•
”
Ein Reitsattel von der Seite, da der Haltegriff die Kurve wieder nach
oben lenkt!“
•
”
Ein Chio Chip als dreidimensionaler Funktionsgraph“
Auch diese Assoziationen weisen nicht eindeutig auf den mathematischen
Sattelpunkt, sondern ebenso auf den Extrempunkt hin. Im hier untersuchten
Gespra¨ch wurde diese Verwechslungsgefahr noch dadurch versta¨rkt, dass im
benutzten Schulbuch die Sattelpunkte sehr nahe mit Extrempunkten darge-
boten werden und die im Unterricht besprochene
”
Produktionsaufgeb“ einen
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Sattelpunkt aufwies. Bei der ersten Erwa¨hnung des Sattelpunktes im Schul-
buch stehen sie neben den Extrempunkten, um die gemeinsame Steigungs-
Eigenschaft zu pointieren(vgl. Abbildung 9.6). Dies greift die Schu¨lerin F auf,
um ihre Vorstellung der Synonymita¨t von Wendepunkt und Sattelpunkt zu
verfestigen.
9.3 Vergleichende Analyse von Klau-
surlo¨sungen
Die Schu¨lerinnen und Schu¨ler des Kurses, die im Rahmen der qualitativen
Studie begleitet und beobachtet wurden, nahmen unmittelbar nach dem Ein-
satz der Lernwerkstatt im Unterricht an einer zentralen Vergleichsklausur des
Landes Nordrhein-Westfalen teil (Arbeitsblatt im Anhang B). Im Rahmen
dieser Klausur hatten sie drei Aufgaben aus dem Bereich Analysis zu bear-
beiten. Auch die drei Parallelkurse der Schule, in denen die Thematik nach
eigener Einscha¨tzung der Lehrpersonen klassisch unterrichtet wurde, schrie-
ben diese Vergleichsklausur mit. Sa¨mtliche Arbeiten aller vier Kurse wurden
in Kopie zur Auswertung im Rahmen des Forschungsprojektes der Univer-
sita¨t zur Verfu¨gung gestellt. Die Kopien wurden erstellt, bevor die jeweilige
Lehrperson die Korrektur durchfu¨hrte.
Bei der Korrektur im Rahmen der Auswertung an der Universita¨t wurden die
Hinweise und Bewertungsvorschla¨ge zur Punktevergabe genutzt, die von der
Bezirksregierung vorgegeben waren. Insgesamt waren die Punkte-Ergebnisse
der vier Gruppen vergleichbar – sowohl bei den Korrekturen an der Univer-
sita¨t als auch bei den spa¨teren Korrekturen durch die Lehrpersonen an den
Schulen. Jedoch fiel bei den Lo¨sungen des Experimentalkurses im Vergleich zu
den Parallelkursen auf, dass individuellere Wege und Formulierungen gewa¨hlt
wurden. Dies zeigte sich besonders deutlich bei Aufgabe 2, weshalb eine ein-
gehende Analyse der Lo¨sung zu dieser Aufgabe angebracht schien. Es ging
dabei darum, in einer vorgegebenen Graphik (Abbildung 9.11) den passenden
Graphen zum Term f(x) = x(x− 2)2 zu finden.
Zuna¨chst fiel beim Korrigieren auf, dass die Schu¨lerinnen und Schu¨ler der
Experimentalgruppe eher als die Schu¨lerinnen und Schu¨ler der Vergleichs-
gruppen ihre Lo¨sung mit einem Antwortsatz begonnen haben, wogegen bei
vielen Schu¨lerinnen und Schu¨lern der Vergleichsgruppen die explizite Ant-
wort am Schluss stand. Die beiden Schu¨lerbeispiele in den Abbildungen 9.12
und 9.13 mo¨gen diese unterschiedlichen Wege verdeutlichen. Die meisten
Lo¨sungen konnten eindeutig einem dieser beiden Wege zugeordnet werden.
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Abbildung 9.11: Graphik zu Aufgabe 2 der Vergleichsklausur
Abbildung 9.12: Schu¨lerlo¨sung, die mit dem Antwortsatz beginnt
Die Quantifizierung besta¨tigt den ersten Eindruck, dass die Schu¨lerinnen
und Schu¨ler, die die Thematik in der Lernwerkstatt erarbeitet haben, eher
die Lo¨sung mit dem Antwortsatz beginnen (vgl. Abbildung 9.14).
Bei den meisten Schu¨lerinnen und Schu¨lern ist davon auszugehen, dass die
Lo¨sung direkt in Reinschrift verfasst und nicht zuna¨chst als Konzept vor-
geschrieben wird. Dazu fehlt in der Regel die Zeit. Zum anderen mu¨ssten
dann die endgu¨ltigen Niederschriften a¨ußerlich ordentlicher sein. Dies ist
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Abbildung 9.13: Schu¨lerlo¨sung, bei der der Antwortsatz am Schluss steht
Abbildung 9.14: Steht der Antwortsatz am Anfang oder am Ende der Lo¨sung?
erfahrungsgema¨ß nicht der Fall und insbesondere auch nicht bei den hier
vorliegenden Klausuren. Geht man nun von dieser Annahme aus, so impli-
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ziert ein Beginnen mit dem Antwortsatz, dass die Lo¨sung allein durch das
Betrachten der Gegebenheiten erfasst wird und weitere Berechnungen oder
Ausarbeitungen allenfalls zur Begru¨ndung, nicht aber zur Lo¨sung des Pro-
blems notwendig sind. Dazu mu¨ssen aber sowohl Graph als auch Term auf
den ersten Blick gleichermaßen und vernetzend wahrgenommen werden. Ein
anderer Weg wa¨re, als Ausgangspunkt der Lo¨sung zuna¨chst hauptsa¨chlich
den Term zu fokussieren. Diese beiden prinzipiellen Lo¨sungswege lassen sich
bei den Schu¨lerinnen und Schu¨ler erkennen, die zu einer Erkla¨rung fu¨hren,
warum der Antwortsatz am Anfang oder am Ende steht:
• Fokus auf den Term:
Man geht vom Term aus, berechnet die markanten Eigenschaften (z.B.
besondere Punkte) und sucht dann in der Grafik, zu welchem Graphen
die Eigenschaften passen.
• Wechsel Graph – Term:
Ausgangspunkt der Betrachtung ist der Graph, der auf einzelne mar-
kante Eigenschaften untersucht wird. Dann wird u¨berpru¨ft, welcher
Term diese Eigenschaft induziert. Man wechselt wieder zum Graphen
und fokussiert die na¨chste Besonderheit. Dieses Wechselspiel kann sich
mehrmals vollziehen.
Abbildung 9.15: Grundsa¨tzliche Lo¨sungswege
Der zweite Weg ist sicher der effizientere und deutlich ku¨rzere in der Doku-
mentation. Die Besonderheiten und Muster sowohl des Terms als auch des
Graphen mu¨ssen dabei schnell erfasst und wechselseitig u¨berpru¨ft werden.
Dies la¨sst sich jedoch nur dann schließen, wenn man davon ausgeht, dass die
Schu¨lerinnen und Schu¨ler die Lo¨sung direkt in Reinschrift verfasst haben.
Dabei ko¨nnen verschiedene Erkenntnisse vorliegen:
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• Das Erkennen der typischen Formen der Graphen in Bezug auf ver-
schiedene Arten von Termen fu¨hrt zu einem direkten Ausscheiden der
Geraden d, da sie das Bild einer linearen Funktoin darstellt. Die ande-
ren drei Graphen bleiben danach als potentielle Kandidaten erhalten,
da sowohl die drei Terme als auch die drei Graphen zu ganzrationalen
Funktionen dritten Grades geho¨ren.
• Das direkte Ablesen der Nullstellen 0 und (-2) am Term und an den
Graphen fu¨hrt ebenfalls dazu, Graph d auszuschließen.
• Die Kenntnis u¨ber mehrfache Nullstellen und die Fa¨higkeit, diese am
Term und am Graphen zu erkennen, schra¨nken die Zahl der mo¨glichen
Kandidaten weiter ein. Danach scheidet auch Graph a aus.
• Das U¨berpru¨fen einzelner Punkte, ob ihre Werte die gegebene Glei-
chung erfu¨llen, kann als Strategie unmittelbar zum Ausschließen von
Graphen fu¨hren. Dazu geho¨rt auch, dass nur grob abgescha¨tzt wird,
in welchem Bereich der Graph zu dem gegebenen Term positive oder
negative Werte aufweist.
Weitere Untersuchungen, wie zum Beispiel die Lage der Extrempunkte,
beno¨tigen mehrere Gedanken- oder Bearbeitungsschritte, da sie nicht an bei-
den Darstellungsarten gleichermaßen schnell abzulesen sind. So ist zwar die
ungefa¨hre Lage der Extrempunkte in den Graphen a, b und c direkt erkenn-
bar, jedoch gelingt das am Term nicht ohne weitere Rechnung.
Die na¨here Untersuchung der Klausuren hat gezeigt, dass mehr Schu¨lerinnen
und Schu¨ler des Experimentalkurses als der Vergleichskurse diesen Wechsel
in der Betrachtung von Graph und Term vollziehen, was in Abbildung 9.15
erfasst ist.
Auffallend ist, dass die Strategie, zuna¨chst den Term zu fokussieren, bei ei-
ner großen Anzahl der Schu¨lerinnen und Schu¨ler in den Vergleichsgruppen als
Schema der Kurvendiskussion auftritt (vgl. 9.16). Die Abbildung 9.13 zeigt
eine solche Schu¨lerlo¨sung. Dies ist sehr erstaunlich, da der vergleichsweise
hohe Aufwand dieses Prozederes fu¨r die Lo¨sung der Aufgabe nicht gerecht-
fertigt ist, weil er viele u¨berflu¨ssige, teils umfangreiche Schritte entha¨lt. Dass
dieses Schema dennoch verwendet wird, kann nur dadurch erkla¨rt werden,
dass im Rahmen des Analysis-Unterrichts vor allem dieses Schema kennen
gelernt und geu¨bt wurde. Die Ha¨ufigkeit der Anwendung des Schemas
”
Kur-
vendiskussion“ tritt bei den drei Vergleichskursen unterschiedlich stark auf
– in einem Kurs sind es
”
nur“ 20% der Schu¨lerinnen und Schu¨ler sind, die
das Schema anwenden und in den beiden anderen beiden Kursen je ca. 40 %.
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Abbildung 9.16: Verwendung des Schemas
”
Kurvendiskussion“
Dies gibt Anlass zur Vermutung, dass im ersten dieser drei Kurse der unter-
richtliche Schwerpunkt nicht so stark auf das Schematische der klassischen
Kurvendiskussion gelegt wurde wie bei den anderen beiden Kursen.
Insgesamt zeigt die vergleichende Analyse dieser Klausur-Aufgabe, dass die
Schu¨lerinnen und Schu¨ler der Experimentalgruppe u¨ber bessere Kompeten-
zen sowohl in der Graphen- wie auch in der Termerkennung verfu¨gen. Die bes-
sere Graphenerkennung kann damit zusammenha¨ngen, dass die Schu¨lerinnen
und Schu¨ler durch die Verfu¨gbarkeit von grafikfa¨higen Rechnern ha¨ufiger
Graphen selbststa¨ndig erzeugen, betrachten und analysieren konnten. Die-
sen Effekt haben bereits Ruthven (1990) und Schwarz/Hershkowitz (1999)
beschrieben. Sie konnten im Rahmen von Vergleichsstudien bei Lerngrup-
pen, die grafikfa¨hige Taschenrechner zur Verfu¨gung hatten, ebenfalls bessere
Graphenerkennung und Graphenanalyse diagnostizieren.
Durch die große Varianz an Aufgabenstellungen im Rahmen der Lernwerk-
statt kann dieser Effekt noch versta¨rkt werden. So war die bessere Termer-
kennung zum Beispiel in Baustein N (vgl. Seite 30) ein bewusstes Ziel, um
Nullstellen bei verschiedenen Arten von Termen mo¨glichst effizient zu be-
stimmen. Hier waren auch Terme ganzrationaler Funktionen in verschiedenen
Weisen vorgegeben - als Summen ebenso wie als Produkte. Dadurch sollte der
Blick gescha¨rft werden, wann welches Vorgehen der Nullstellenbestimmung
sinnvoll und effizient ist.
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Kapitel 10
Die Auswertung der
experimentell-quantitativen
Studie
10.1 Die Auswertung des vergleichenden Ab-
schlusstests
Im Schuljahr 2003/04 haben 45 Kurse die Lernwerkstatt im Rahmen der
quantitativen Studie eingesetzt. Die beteiligten Kurse wurden am Ende des
Schuljahres eingeladen, sich einem abschließenden Vergleichstest zu unter-
ziehen. Inhalt dieses Abschlusstests waren zwei Aufgaben aus ehemaligen
offiziellen Vergleichsklausuren aus NRW, um so eine Anforderung von außen
als Maßstab zu stellen.
Von dieser offiziellen Vergleichsklausur lagen die jeweiligen erreichten Mittel-
werte der einzelnen Aufgaben vor.
Vergleicht man nun die gemittelten Ergebnisse (in %) der offiziellen Ver-
gleichsklausuren mit denen des hier geschriebenen Abschlusstests, so ergibt
sich folgendes Bild (Abbildung 10.1 und Tabelle 10.1):
Da von der Vergleichsgruppe nur Mittelwerte vorlagen, wurden auch von
der Experimentalgruppe nur die Mittelwerte zum Vergleich herangezogen.
Nach Abwa¨gen aller Einflussfaktoren kann aus diesem Ergebnis geschlos-
sen werden, dass die Schu¨lerinnen und Schu¨ler der Experimentalgruppe die
Anforderungen der zentralen Vergleichsklausuren in diesem Themenbereich
mindestens so gut erfu¨llen wie die Schu¨lerinnen und Schu¨ler der Vergleichs-
gruppen.
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Abbildung 10.1: Ergebnisse des Abschlusstests
Aufgabe Experimentalgruppe Vergleichsgruppe
1a 79,98% 52,20%
1b 51,00% 54,20%
1c 50,63% 47,40%
1d 52,81% 52,60%
1e 35,03% 30,30%
2a 63,84% 61,00%
2b 61,33% 58,25%
2c 69,62% 52,33%
Tabelle 10.1: Ergebnisse des Abschlusstests
Auffa¨llig ist das deutlich bessere Abschneiden der Experimentalgruppe bei
Aufgabe 1a. Bei dieser Aufgabe ging es um eine Graphenanalyse. Das bessere
Abschneiden bei dieser Art Aufgabe vertieft einmal mehr die Erkenntnisse,
die bereits bei der vergleichenden Analyse von Klausurlo¨sungen im Rahmen
der qualitativen Studie (vgl. Kapitel 9.3) aufgezeigt wurden. Die Schu¨lerinnen
und Schu¨ler, die die Thematik anhand der Lernwerkstatt erarbeitet haben,
verfu¨gen u¨ber eine bessere Graphen- und Termerkennung als die Schu¨lerinnen
und Schu¨ler der Vergleichsgruppen.
10.2 Konzeption der Abschlussbefragung
Die beteiligten Kurse, die im Rahmen des Forschungsprojektes mit der Lern-
werkstatt im Unterricht gearbeitet haben, haben nach diesem Unterricht
einen Fragebogen online und anonym beantwortet. Es gab je einen Frage-
bogen fu¨r die beteiligten Lehrpersonen und fu¨r die Schu¨lerinnen und Schu¨ler
(vgl. Anhang D).
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Die Pilotierung der Fragebo¨gen erfolgte in sechs Kursen, die auch das Ma-
terial zur Lernwerkstatt getestet hatten. Zudem wurden beide Fragebo¨gen
einer informellen U¨berpru¨fung durch Mitarbeiter des soziologischen Instituts
der Universita¨t Duisburg-Essen unterzogen.
Ziel beider Fragebo¨gen1 ist es, die Sicht der Lernenden und Lehrenden in
Bezug auf das Forschungsinteresse zu eruieren. Es geht also darum zu er-
fassen, welche kognitiven Schu¨lerta¨tigkeiten nach Einscha¨tzung der Akteure
bei der Arbeit mit der Lernwerkstatt angeregt wurden. Die Schwierigkeit be-
steht darin, dass dieses zentrale Forschungsinteresse begriﬄich schwierig zu
transferieren ist bzw. nicht davon ausgegangen werden kann, dass Lehren-
de und erst recht Lernende mit dem Begriff
”
Schu¨lerta¨tigkeiten“ eine klare
Vorstellung verbinden. Unterrichtliches Vorgehen wird in der Praxis selten
hinsichtlich des Wahrnehmens und Einscha¨tzens von individuellen kognitiven
Ta¨tigkeiten reflektiert. Auch wenn diese Blickrichtung durch die aktuelle Dis-
kussion um Bildungsstandards und Kompetenzen ([PISA 2000],[KMK 2003])
wa¨chst, war fu¨r die hier befragten Teilnehmenden zum Zeitpunkt der Be-
fragung (meist Sommer 2004) diese Sichtweise auf unterrichtliches Handeln
neu und nicht zu erwarten. Aus diesem Grund und auch um das Ausfu¨llen
der Fragebo¨gen zu erleichtern, wurden als Grobstruktur des Fragebogens
die potentiellen Bereiche der Ru¨ckmeldungen der Lernenden und Lehren-
den gewa¨hlt. Auf diesem Tableau galt es dann, Frageformate zu wa¨hlen, die
Ru¨ckschlu¨sse hinsichtlich der verschiedenen Ta¨tigkeitsbereiche erlauben und
direkt oder indirekt Aufschluss u¨ber das Forschungsinteresse ermo¨glichen.
Deshalb galt es zuna¨chst, die zu erwartenden Aspekte der Ru¨ckmeldungen
zu antizipieren, was bei der Pilotierung geschah. Dabei gaben die Lehrperso-
nen Ru¨ckmeldungen zu folgenden Punkten:
• Gesamteindruck der Lernwerkstatt, dabei vor allem Verhalten der
Schu¨lerinnen und Schu¨ler
• Optimierung des Materials durch Verbessern von Tipp- und Rechen-
fehlern sowie Detailvera¨nderungen in manchen Fragestellungen und im
organisatorischen Ablauf
• Besondere Aspekte hinsichtlich der Dokumentation auf Plakaten und
in den Heften
Die Schu¨lerinnen und Schu¨ler formulierten Ru¨ckmeldungen zu folgenden
Punkten:
1Die Fragebo¨gen finden Sie im Anhang D.
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• Gesamteindruck der Lernwerkstatt
• Spezielle Situation in der eigenen Gruppe
• Leistungsanstieg, -abfall
• Arbeitsaufwand
• Konkrete Ru¨ckmeldung zu einzelnen Aufgaben (besonders zu Fehlern)
• Optimierung des Ablaufs
Einerseits sollten die Fragebo¨gen diese Aspekte widerspiegeln, um das
Ausfu¨llen motivierend und zufriedenstellend zu gestalten, andererseits sollte
ein direkter Fokus auf die Schu¨lerta¨tigkeiten integriert werden. Entsprechend
dem Forschungsinteresse ging es darum, ob die bei der Konzeption intendier-
ten Schu¨leraktivita¨ten tatsa¨chlich durch das Gesamtarrangement angeregt
werden oder nicht. Dazu geho¨ren wie bereits in Kapitel 5.3 ausgefu¨hrt - die
folgenden Ta¨tigkeiten:
• Ta¨tigkeiten desRezipierens: berechnen, Formel anwenden, ausfu¨hren,
zuho¨ren, nachvollziehen
• Ta¨tigkeiten des Darstellens: mathematisch darstellen (in Term,
Graph, Tabelle und Wort), wechseln zwischen verschiedenen Darstel-
lungsformen wie zum Beispiel visualisieren
• Ta¨tigkeiten des Analysierens: enkodieren von gegebenen Texten und
Darstellungen, interpretieren, strukturieren
• Ta¨tigkeiten des Reflektierens: vergleichen, einen Lo¨sungsweg unter
vera¨nderten Gesichtspunkten neu durchdenken, vernetzen
• Ta¨tigkeiten des Kreierens: neue Aspekte einbeziehen, neue Blickrich-
tungen versuchen, Beispiele ausdenken und finden, systematisieren, ge-
neralisieren, vernetzen, recherchieren
Die Harmonisierung zwischen antizipierten Interessenbereichen der Akteu-
re und Forschungsinteresse erfolgte durch folgende Festlegung: Die a¨ußere
Struktur des Fragebogens sollte die zu erwartenden Bereiche in Anlehnung
an die oben aufgefu¨hrten Aspekte der Lernenden und Lehrenden aufgreifen
und die innere Struktur, das Format der einzelnen Items, sollte gezielt den
Blick auf die Schu¨lerta¨tigkeiten lenken. So ergaben sich zum Beispiel fu¨r den
Schu¨lerfragebogen bezu¨glich der a¨ußeren Struktur folgende Kategorien:
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• Einstellung zu Mathematik (Item 1)
• Allgemeiner Eindruck der Lernwerkstatt (Item 2-3)
• Einzelne Bausteine und Inhalte (Item 4-19)
• Unterrichtsform (Item 20-33)
• Rechnereinsatz (Item 34-38)
• Arbeitsorganisation (Item 39-47)
• Allgemeine Angaben (Item 48-53)
• Anmerkungen (Item 54)
Mit den folgenden beiden Item-Formaten soll in beiden Fragebo¨gen der Fokus
auf die Schu¨lerta¨tigkeiten gerichtet werden:
• Es wird eine Liste von Ta¨tigkeiten vorgegeben (vgl. Tabelle 10.2), die
es unter bestimmten Gesichtspunkten anzukreuzen gilt, Mehrfachnen-
nungen sind mo¨glich. Dieses Format findet sich in zwei Items, die im
Schu¨ler- und Lehrerfragebogen identisch sind (Fragen 18 und 19 im
Schu¨lerfragebogen, Fragen 16 und 18 im Lehrerfragebogen). Durch die-
ses Format kann der Begriff
”
Schu¨lerta¨tigkeiten“ einerseits ansatzweise
erkla¨rt wie auch die jeweilige Einscha¨tzung erfragt werden.
• Es werden einzelne Statements vorgegeben, die es auf einer Skala von
-3 bis +3 zu bewerten gilt. Dabei steht -3 fu¨r
”
stimme gar nicht zu“
und +3 fu¨r
”
stimme voll zu“. Es wird bewusst eine ungerade Anzahl
von Skalierungsschritten gewa¨hlt, um die Mo¨glichkeit zu gewa¨hren, mit
unentschieden zu antworten. Die Spezifizierung des negativen wie po-
sitiven Skalenbereichs in drei Unterbereiche erlaubt es zudem, einer
extremen Zustimmung bzw. Ablehnung Ausdruck zu verleihen. Bei der
Formulierung der Statements wurde bewusst eine Anna¨herung an die
verschiedenen Schu¨lerta¨tigkeiten versucht.
Insgesamt kommen vier verschiedene Antwortformate in den Fragebo¨gen vor:
• 34 Items im Schu¨lerfragebogen bzw. 25 Items im Lehrerfragebogen ge-
ben eine Ratingskala vor, wobei von einer a¨quidistanten Unterteilung
zwischen den einzelnen Schritten ausgegangen werden kann und sich
damit die Skalen auch metrisch interpretieren lassen. Es wurde eine
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19. Bei welchen Ta¨tigkeiten konnten Sie Fortschritte durch die
Lernwerkstatt erzielen? (Mehrfachnennung mo¨glich!)
A [ ] strukturieren von Informationen
B [ ] abschreiben von Informationen
C [ ] analysieren; genaues Hingucken
D [ ] eigene (Lo¨sungs-)ideen entwickeln
E [ ] Mathematik in eigene Worte fassen
F [ ] sich gegenseitig erkla¨ren
G [ ] wiederholen
H [ ] nachschlagen (im Schulbuch, Internet oder Lexika)
I [ ]
”
schmarotzen“
J [ ] nachvollziehen von Gedanken
K [ ] dokumentieren und Heft fu¨hren
L [ ] Graphen zeichnen
M [ ] u¨ber Mathematik reden
N [ ] zuho¨ren
O [ ] Arbeit organisieren
P [ ] u¨ben
Tabelle 10.2: Beispiel-Item fu¨r die Einscha¨tzung zu den Schu¨lerta¨tigkeiten
7er Skala gewa¨hlt. Mit der Wahl einer ungeraden Anzahl von Skalie-
rungsschritten sollte die Mo¨glichkeit gewa¨hrt werden, auch mit unent-
schieden antworten zu ko¨nnen und durch die Ausweitung auf sieben
Schritte waren auch extreme Bewertungen mo¨glich.
• 13 Items im Schu¨lerfragebogen bzw. 15 Items im Lehrerfragebogen
geben Felder zum Ankreuzen vor, wobei Mehrfachnennungen mo¨glich
sind. Hierzu geho¨ren zum Beispiel die bereits erwa¨hnten Fragen zu den
Schu¨lerta¨tigkeiten und Einscha¨tzungen zu den einzelnen Teilen des Ma-
terials.
• 6 Items im Schu¨lerfragebogen bzw. 2 Items im Lehrerfragebogen bezie-
hen sich auf Angaben zur Person bzw. Klasse und bieten nur jeweils
eine Antwortmo¨glichkeit – entweder durch Ankreuzen oder eindeutige
Nennung.
• Daneben gibt es Items mit freier Antwortmo¨glichkeit. Damit ist ins-
besondere denjenigen, die in den vorstrukturierten Items des Fragebo-
gens keine Mo¨glichkeit sehen, ihre Kritik und Eindru¨cke zu a¨ußern, ein
Forum fu¨r individuelle Ru¨ckmeldung gegeben. Deshalb steht bei bei-
den Fragebo¨gen als letztes Item
”
Anmerkungen“ fu¨r freie, unbegrenzte
A¨ußerungen. Im Lehrerfragebogen gibt es zudem zwei weitere Items mit
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freier Antwortmo¨glichkeit – zum Nennen weiterer Schu¨lerta¨tigkeiten,
die besonders gefo¨rdert wurden oder zu kurz kamen.
Neben den inhaltlichen waren auch a¨ußere Kriterien fu¨r die Konzeption der
Fragebo¨gen wichtig, die sich auf die formale Gestaltung der Fragebo¨gen be-
ziehen:
• Die Fragen sollten klar, versta¨ndlich und eindeutig formuliert sein.
• Die Gesamtstruktur sollte u¨bersichtlich und transparent sein.
• Die Formulierungen der Items sollten im Gesamt ausgewogen sein – ins-
besondere die Formulierungen der zu beurteilenden Statements sollten
keine Sichtweise unbewusst pra¨ferieren.
• Wesentliche Aspekte sollten durch Hinzunahme von Kontroll-Items
gestu¨tzt werden.
10.3 Auswertung des Schu¨ler-Fragebogens
Der Schu¨lerfragebogen wurde insgesamt von 578 Schu¨lerinnen und Schu¨lern
beantwortet. Im Folgenden werden die Ergebnisse der Auswertung dargestellt
nach den verschiedenen Antwortformaten bzw. Auswertungsverfahren:
• In Kapitel 10.3.1 werden die Ergebnisse der Auswertung der 34 Items
mit Ratingskala beschrieben.
• Kapitel 10.3.2 fasst die wichtigsten Erkenntnisse aus den freien An-
merkungen zusammen.
Die beiden Items zur Beurteilung der einzelnen Bausteine und zur
Einscha¨tzung der Schu¨lerta¨tigkeiten werden im Vergleich zu den enstpre-
chenden Lehrerantworten in Kapitel 10.5 dargestellt.
10.3.1 Auswertung der Items mit Ratingskalen
Ausgehend von der Forschungsfrage und den unterrichtlichen Zielen lassen
sich verschiedene Einzelaspekte zur Auswertung der Items mit Ratingskalen
explizieren. Das inhaltliche Interesse dieser Items ist es, in Anlehnung an
die theoretische Fundierung des Unterrichtsmaterials die Einstellungen der
202 10. AUSWERTUNG DER QUANTITATIVEN STUDIE
Schu¨lerinen und Schu¨ler zu Inhalt der Unterrichtsreihe, zur Unterrichtsme-
thode und zum Rechnereinsatz zu erheben. Dabei spielen auch die Auffassun-
gen der Schu¨lerinnen und Schu¨ler zu den weiteren besonderen Merkmale der
Unterrichtskonzeption wie Heftfu¨hrung, perso¨nlicher Arbeistaufwand, Einbe-
ziehen der Darstellungsarten eine wichtige Rolle. Insgesamt wurden folgende
Einzelaspekte als strukturgebende Leitgedanken festgelegt, um diese beson-
deren Items der Schu¨lerfragebo¨gen auszuwerten:
• Einscha¨tzung des selbststa¨ndigen Lernens
• Gefu¨hl der fachlichen Sicherheit
• Einscha¨tzung der Heftfu¨hrung
• Einscha¨tzung zum Rechnereinsatz
• Einscha¨tzung zum allgemeinen Arbeitsaufwand
• Einscha¨tzung zum Einbeziehen verschiedener Darstellungsarten
• Wunsch nach versta¨rktem U¨ben
Die ersten beiden Aspekte dieser Liste werden in a¨hnlicher Weise als Un-
terrichtsmerkmale von Weinert/Helmke (1997) im Rahmen der Scholastik-
Studie zu Grunde gelegt. Weinert und Helmke hatten auf Grundlage des
Forschungsstandes die folgenden Merkmale festgelegt, von denen sie vermu-
teten, dass sie den Unterricht positiv beeinflussen: Klassenfu¨hrung, Struktu-
riertheit, Unterstu¨tzung, Fo¨rderungsorientierung, soziales Klima, Vielfalt der
Unterrichtsformen. Im Rahmen der Studie wurden von 51 Grundschulklassen
die sechs Klassen ermittelt, die nach zwei Jahren den gro¨ßten Leistungsfort-
schritt zeigten. Diese sechs Klassen wurden dahingehend untersucht, inwie-
weit die genannten Merkmale ausgepra¨gt waren. Es zeigte sich, dass zum
Beispiel in Bezug auf die Vielfalt der Unterrichtsformen in fu¨nf dieser sechs
Klassen eine positive Auspra¨gung zu verzeichnen war.
Im Folgenden werden die Ergebnisse der Auswertung des Schu¨lerfragebogens
an Hand der sieben aufgefu¨hrten Aspekte na¨her betrachtet und analysiert.
Dabei werden exemplarisch einzelne Items betrachtet, die bei Betrachtung
der Antworten besonders ins Gewicht gefallen sind.
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Item Frage
27 Mir ist es zu anstrengend, so lange in einer Gruppe zu
arbeiten.
24 Ich ha¨tte lieber alleine als in einer Gruppe gearbeitet.
30 Mir ist Unterricht lieber, bei dem die Lehrperson alles
erkla¨rt und vorrechnet.
28 Es ist gut, sich selbst bzw. mit anderen was beizubringen -
dadurch beha¨lt man die Sachen besser.
25 Die Arbeit an der Lernwerkstatt war langatmig.
40 Ich fand es gut, dass wir fu¨r die Zeit der Lernwerkstatt
unsere Arbeit selbst organisieren mussten.
17 Es war gut, sich die Begriffe (z.B. Extrempunkt) selbst
zu erarbeiten. Dadurch habe ich mich viel intensiver damit
auseinander gesetzt.
Tabelle 10.3: Items zur Einscha¨tzung des selbststa¨ndigen Lernens
Einscha¨tzung des selbststa¨ndigen Lernens
Fu¨r die Ero¨rterung dieses Bereiches wurden die Items in Tabelle 10.3 einbe-
zogen.
In Abbildung 10.2 sind die Ergebnisse der Beantwortung dieser Items zu-
sammengefasst. Die Schu¨lerinnen und Schu¨ler bewerten die vorgegebenen
Statements auf einer 7er Skala von -3 fu¨r
”
stimme ich gar nicht zu“ bis +3
fu¨r
”
stimme ich voll zu“, was hier jeweils durch die einzelnen Teile des Strei-
fens angegeben ist. Item 27 und 24 waren bezu¨glich der (in Abbildung 10.2
Jeder Streifen bezieht sich dabei auf eines der Items aus Tabelle 10.3. Im
Gegensatz zu den Items 30, 28, 25 40 und 17 enthalten die Items 27 und 24
(dazu geho¨ren die beiden linken Streifen) eine eher negative Formulierung
bezu¨glich der Einscha¨tzung der Sozialform. Von daher ist versta¨ndlich, dass
die Antworten der Schu¨lerinnen und Schu¨ler gegenla¨ufig zu den Antworten
bei den anderen Items sind.
Betrachtet man diese U¨bersicht genauer, so ergeben sich einige beachtliche
Details, die teilweise auch zuna¨chst widerspru¨chlich wirken.
Insgesamt gibt es eindeutige Indizien dafu¨r, dass Gruppenarbeit positiv be-
wertet wird:
• Zu 57% lehnen die Schu¨lerinnen und Schu¨ler das erste Statement (Item
27) ab. Es ist ihnen also nicht zu anstrengend, u¨ber einen la¨ngeren
Zeitraum in einer Gruppe zu arbeiten.
• Passend dazu wird auch das zweite Statement (Item 24:
”
Ich ha¨tte
lieber alleine als in einer Gruppe gearbeitet“) von 66% verneint, wobei
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Abbildung 10.2: Einscha¨tzung zum selbststa¨ndigen Lernen
sogar 42% dies mit dem extremen
”
stimme ich gar nicht zu“ tun.
• 65% stimmen zu, dass es gut ist, sich selbst etwas beizubringen (Item
28).
• 56% scha¨tzen die Selbstorganisation (Item 40).
Ein u¨bersichtlicheres Bild, wie Schu¨lerinnen und Schu¨ler zum Beispiel die
Gruppenarbeit einscha¨tzen, erha¨lt man, wenn man die Fragen, die sich ge-
zielt darauf beziehen (24, 27 und 40) wegen der inhaltlichen Na¨he und der
großen A¨hnlichkeit der Ergebnisse zu einer neuen Variablen
”
Einscha¨tzung
der Gruppenarbeit“ zusammen zu fassen. Dazu werden die Fragen 24 und
27 umkodiert und dann der Mittelwert zwischen diesen beiden umkodierten
Items und Frage 40 gebildet.
Inhaltliche Indizien fu¨r eine positive Wertscha¨tzung eines selbststa¨ndigen
Lernens sind also das Pra¨ferieren von Selbstorganisation der Arbeit und das
selbststa¨ndige Erarbeiten mit dem potentiellen Erfolg der Nachhaltigkeit.
Dabei wird das Arbeiten in Gemeinschaft der
”
einsamen Variante“ deut-
lich vorgezogen. Bei dieser Wertscha¨tzung der Gruppenarbeit verwundert es
zuna¨chst, dass dennoch 56% angeben, dass es ihnen lieber ist, wenn die Lehr-
person im Untericht alles vorrechnet und erkla¨rt. Wie ist dieser vermeintliche
Widerspruch zu kla¨ren? Hilfreich ko¨nnen hierbei die Antworten zu Item 25
sein, bei dem 65% der Lernwerkstatt Langatmigkeit bescheinigt haben. Ein
Schu¨ler hat dies in einer freien Formulierung so ausgedru¨ckt:
Die Lernwerkstatt war eine gute, neue Erfahrung, die eigentlich
jeder einmal machen sollte. Allerdings finde ich
”
normalen“ Un-
terricht besser und interessanter.
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Abbildung 10.3: Einscha¨tzung der Gruppenarbeit
Der lange Atem, der no¨tig ist, sich in einer Kleingruppenarbeit stets selbst zu
motivieren und bei der Arbeit zu bleiben, auch gegen Ablenkungstendenzen
von Mitschu¨lerinnen und -schu¨lern, lo¨st versta¨ndlicherweise nicht nur positive
sondern auch negative Reaktionen aus. In einer solchen Phase ko¨nnen die
kla¨renden und inhaltlich weitertragenden Impulse der Lehrperson vermisst
werden, da eine stringente Impulssetzung der Lehrperson auch fu¨r Effizienz,
Weiterkommen und inhaltliche Abwechslung sorgen ko¨nnen. Fehlen eigene
Impulse in der Gruppe – vielleicht auch weil dies eine unter Umsta¨nden neue
ungewohnte Handlung darstellt, wird dieses Ausbleiben der Lehrerimpulse
als Mangel erlebt und wird eine la¨ngere Gruppenarbeitsphase als langatmig
und ineffizient wahrgenommen.
Und natu¨rlich kann der Unterschied zwischen Theorie und Praxis den Wi-
derspruch erkla¨ren helfen. Auch wenn prinzipiell einer Gruppenarbeit Posi-
tives abgewonnen und sie als sinnvoll angesehen wird, so kann die spezifi-
sche Thematik und die konkrete Ausgestaltung des selbststa¨ndigen Lernens
zu wu¨nschen u¨brig lassen. Dafu¨r sind vielfa¨ltige Gru¨nde denkbar, zum Bei-
spiel: Ma¨ngel im Material, Unbefriedigendes bei der Arbeit in der konkreten
Gruppe, Kritik an der jeweiligen Lehrperson. Ein Licht auf diese Vielfalt
erlauben die Auswertungen der freien Anmerkungen, auf die weiter unten
noch eingegangen wird. Ein Aspekt sei jedoch hier bereits genannt: Mehrere
Schu¨lerinnen und Schu¨ler haben formuliert, dass sie ein fru¨heres Aufbrechen
der Sozialform gewu¨nscht ha¨tten, um die Ergebnisse zu vergleichen und eine
Besta¨tigung ihrer Arbeit zu erhalten. Dies ist sicher ein wichtiger Hinweis,
die Widerspru¨chlichkeit zwischen Langatmigkeit und Wertscha¨tzung zu er-
kla¨ren.
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Abbildung 10.4: Einscha¨tzung der Gruppenarbeit in Abha¨ngigkeit zur letzten
Zeugnisnote
Es ist interessant, die neu gebildete Variable
”
Einscha¨tzung der Gruppenar-
beit“ getrennt nach verschiedenen Schu¨lergruppen zu betrachten.
So ist zum Beispiel der Anteil der Ma¨dchen mit einer positiven Einscha¨tzung
der Gruppenarbeit etwas ho¨her als bei den Jungen. Es sind 65% der Ma¨dchen
gegenu¨ber 58% der Jungen, die der Gruppenarbeit Positives abgewinnen.
Dies entspricht Befunden von Jahnke/Klein (2001) und Niederdrenk-Felgner
(1994), die ebenfalls betonen, dass Ma¨dchen ein schu¨lerzentriertes Arbeiten
in Kleingruppen sta¨rker als Jungen bevorzugen. Eine Kleingruppe gewa¨hrt
einen geschu¨tzten Rahmen, Gedanken frei zu formulieren und sich dabei
nicht gegenu¨ber dominanteren Mitlernenden behaupten und durchsetzen zu
mu¨ssen – ein Vorzug, der – zumindest in der Vergangenheit – als ein Vorteil
fu¨r Ma¨dchen angesehen wurde. Das Ergebnis hier mag diese These bei aller
Vorsicht stu¨tzen.
Betrachtet man die Einscha¨tzung zu dieser Sozialform in Abha¨ngigkeit zur
Mathematikzensur auf dem letzten Zeugnis, u¨berrascht zuna¨chst die hohe
Befu¨rwortung der Sozialform bei den Lernenden mit eher schwa¨cheren Noten.
Es verwundert nicht, dass die Beurteilung der Sozialform bei Schu¨lerinnen
und Schu¨lern mit besseren Mathematiknoten sehr ausgewogen ist. Solche
Schu¨lerinnen und Schu¨ler sind offenbar im bisherigen Unterricht erfolg-
reich und werden von daher eine Vera¨nderung der Unterrichtsform eher
kritisch sehen. Deshalb ist eher bemerkenswert, dass dennoch ein Drittel
dieser Schu¨lerinnen und Schu¨ler die ungewohnte neue Sozialform positiv
einscha¨tzen. Hier sollte man sicher verschiedene Schu¨lertypen unterschei-
den, die bezogen auf die Zeugnisnote erfolgreich sind. Tendentiell sollen die
beiden folgenden Typisierungen erfolgreicher Schu¨lerinnen und Schu¨ler das
Spektrum beschreiben: Da gibt es einerseits den Typus des erfolgreichen Ler-
ners, der aber den Weg des Minimalaufwands geht und keine weitere int-
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rinsische Motivation hat, sich intensiver mit der Materie zu bescha¨ftigen.
Demgegenu¨ber steht der/die Lernende, an der Sache interessiert und ob der
Genialita¨t
”
nebenbei“ schulisch erfolgreich. Diese beiden kontra¨ren Typen
werden eine Gruppenarbeit, die den prinzipiellen Rahmen schafft fu¨r eine
tiefergehende Bescha¨ftigung mit der Sache, ganz unterschiedlich beurteilen,
da zum einen die weitere Arbeit eine freiwillige Leistung darstellt und weil
der Erfolg von neuen Parametern abha¨ngt, die unter Umsta¨nden schwerer zu
kalkulieren sind.
Bemerkenswert an Abbildung 10.4 ist, dass gerade schwa¨chere Schu¨lerinnen
und Schu¨ler zu einem hohen Prozentanteil der Gruppenarbeit Positives ab-
gewinnen. Dies scheint zuna¨chst der in der Schulpraxis oft anzutreffenden
U¨berzeugung zu widersprechen, wonach fu¨r schwa¨chere Lerner der Ko¨nigsweg
des Lernens in einer kleinschrittigen, instruktiven Vermittlung besteht und
das selbststa¨ndige Arbeiten in einer Kleingruppe als zu schwierig angesehen
wird. Diese U¨berzeugung findet man sowohl bei Lehrenden wie bei Lernen-
den. Dabei wird oft der Schwierigkeitsgrad eindimensional als einziges re-
levantes Kriterium gesehen. Der alleinige Blick auf den Schwierigkeitsgrad
von Aufgaben greift allerdings zu kurz – sowohl zur Beurteilung der So-
zialform und erst recht zur Klassifizierung der Schu¨lerinnen und Schu¨ler.
Das Ergebnis, das in Abbildung 10.4 dargestellt ist, zwingt zu einer diffe-
renzierteren Wahrnehmung und der Suche nach Aspekten, warum gerade
Schu¨lerinnen und Schu¨lern mit schlechten Mathematiknoten auf dem letzten
Zeugnis einen solchen Weg befu¨rworten. Aufschluss u¨ber mo¨gliche Gru¨nde,
warum die Gruppenarbeit insbesondere von Schu¨lerinnen und Schu¨lern mit
schwa¨cheren Noten positiv eingescha¨tzt wird, geben die Untersuchungen ein-
zelner spezieller Items. So wird zum Beispiel das Statement (F15)
”
Mir hat
es geholfen, dass wir in unserer Sprache u¨ber Mathematik reden konnten,
ohne direkt verbessert zu werden.“ von Schu¨lerinnen und Schu¨lern mit eher
schwachen Mathematiknoten auf dem letzten Zeugnis in viel ho¨herem Ma-
ße befu¨rwortet als von anderen (vgl. Abbildung 10.5). Dabei wa¨chst sogar
der Anteil derjenigen, die diesem Statement zustimmen, mit der schlechter
werdenden Zeugnisnote.
Das informelle Reden in der eigenen Sprache ist ein wesentliches Merk-
mal in einer selbststa¨ndigen Lernumgebung. Dies wird auch konkret von
Schu¨lerinnen und Schu¨lern bei den freien Anmerkungen formuliert, die im
letzten Item des Fragebogens mo¨glich waren. (siehe na¨chstes Kapitel).
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Abbildung 10.5:
”
Mir hat es geholfen, dass wir in unserer Sprache u¨ber Ma-
thematik reden konnten.“
Gefu¨hl der fachlichen Sicherheit
Der Aspekt
”
Fachliche Sicherheit“ bezieht sich lediglich auf die eigene
Einscha¨tzung der Schu¨lerinnen und Schu¨ler bzgl. ihrer fachlichen Sicher-
heit, es geht hier nicht um ein tatsa¨chliches Leistungsvermo¨gen. Da das
Ausfu¨llen des Schu¨lerfragebogens und das Absolvieren des Abschlusstests un-
abha¨ngig voneinander und anonym erfolgten, ko¨nnen keine Bezu¨ge zwischen
den im Abschlusstest tatsa¨chlich erbrachten Leistungen und dem eigenen
Einscha¨tzen der fachlichen Sicherheit vorgenommen werden.
Das Gefu¨hl der fachlichen Sicherheit spiegelt sich in den folgenden Items
wieder:
Item Frage
9 Ich kenne jetzt die besonderen Punkte eines
Funktionsgraphen und kann diese bestimmen.
10 Bzgl. der Inhalte der Lernwerkstatt fu¨hle ich mich immer
noch sehr unsicher.
11 Ich habe bei der Lernwerkstatt die Inhalte noch nicht
verstanden und hoffe, dass die Lehrperson alles noch einmal
erkla¨rt.
1 Mit Mathematik bescha¨ftige ich mich .... (Skala von sehr ungern
bis sehr gern ).
16 Es war viel zu schwer, sich selbst Definitionen auszudenken
(z.B.: Was ist ein Extrempunkt?).
Tabelle 10.4: Die Items zum Gefu¨hl der fachlichen Sicherheit
Das Gefu¨hl der fachlichen Sicherheit ist nicht nur ein diffuses Empfinden,
sondern la¨sst sich an deutlichen Parametern festmachen: Nur wenn man sich
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Abbildung 10.6: Einscha¨tzung der eigenen fachlichen Sicherheit
fachlich sicher fu¨hlt, ist eine anspruchsvolle mathematische Ta¨tigkeit wie das
Definieren zwar schwer, aber nicht zu schwer. Damit ist nicht gesagt, dass
man sich fachlich sicher fu¨hlen kann, obwohl man das selbststa¨ndige Definie-
ren als zu schwer ansieht, denn schließlich verlangt das Aufstellen einer Defi-
nition eine Fu¨lle mathematischer Kompetenzen. Unbestritten ist aber, dass
eine solche Ta¨tigkeit sehr wohl ein Gradmesser sein kann fu¨r das Einscha¨tzen
des eigenen Ko¨nnens. Diejenigen, die das positive Erlebnis kennen,
”
etwas auf
den Punkt gebracht haben“, mo¨gen dies intuitiv nachvollziehen ko¨nnen. Die
Freude an der Bescha¨ftigung mit Mathematik ist dabei nicht nur Folge eines
erfolgreichen Mathematiktreibens, sondern genauso gut auch eine wichtige
motivierende Grundlage. Bleibt das Gefu¨hl der fachlichen Sicherheit jedoch
aus und wird dies entweder als Lu¨cke oder Unbehagen erlebt, so wird der
Einzelne bestrebt sein, dies zu beheben – und dabei kann der Wunsch nach
einer absichernden Erkla¨rung durch die Lehrperson ein willkommener Weg
sein.
Schon von der inhaltlichen Pra¨gung ist zu erwarten, dass insbesondere die
Items 9 und 10 in engem Zusammenhang zueinander stehen, denn hier geht es
wirklich um die Sicherheit bzgl. der spezifischen Inhalte der Lernwerkstatt.
Trotz der verschiedenen Nuancen der drei Fragen zu 9, 10 und 11 zeigen
sie sehr a¨hnliche inhaltliche Beurteilungen, weshalb diese drei Items zusam-
mengefasst werden, um damit einen U¨berblick und eine Grundlage fu¨r die
Untersuchungen weiterer Abha¨ngigkeiten zu erhalten. Dazu werden die Items
10 und 11 zuna¨chst umkodiert und dann der Mittelwert zwischen den dreien
gebildet. Abbildung 10.6 gibt einen U¨berblick u¨ber das Ergebnis.
Auch wenn eine Mehrheit sich im Fachlichen eher sicher fu¨hlt, sollte dies
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nicht daru¨ber hinwegta¨uschen, dass immerhin fast 20% der Schu¨lerinnen und
Schu¨ler dies nicht tun. Um diese Zahl wirklich als Einscha¨tzung des Lernar-
rangements zu nutzen, mu¨sste jedoch eine entsprechende Vergleichszahl in
Bezug auf traditionellen Unterricht vorliegen, was aber im Rahmen dieser
Studie nicht erhoben wird.
Gerade hinsichtlich des Gefu¨hls der fachlichen Sicherheit wa¨re eine weitere
detaillierte Auswertung hinsichtlich des Selbstbildes bzgl. Mathematik von
Schu¨lerinnen und Schu¨ler interessant, trifft jedoch nicht den Fokus dieser
Studie, weshalb es hier lediglich bei einer groben Wiedergabe der Ergebnisse
bleibt.
Einscha¨tzung der Heftfu¨hrung
Das Scha¨tzen der Heftfu¨hrung zeigt sich in den Antworten zu den folgenden
drei Items:
Item Frage
45 Die Heftfu¨hrung war aufwa¨ndiger als sonst, da man viel mehr
eigensta¨ndig formulieren musste.
46 Die Heftfu¨hrung war sinvoller als sonst, da man viel mehr
eigensta¨ndig formulieren musste.
44 Ich habe mein Heft ausfu¨hrlicher gefu¨hrt als sonst.
Tabelle 10.5: Die Items zur Einscha¨tzung der Heftfu¨hrung
Bei diesen drei Items geht es einerseits um die Beurteilung des Arbeitsauf-
wandes der Heftfu¨hrung bei dieser Lernwerkstatt (Items 45, 46) und ande-
rerseits um die Einscha¨tzung des tatsa¨chlich erbrachten Aufwands (Item 44).
Bezu¨glich der Einscha¨tzungen der Schu¨lerinnen und Schu¨ler zu den drei Items
ergibt sich folgendes Bild:
Im Rahmen der Lehrerbegleitmaterialien wurden die Lehrpersonen aufge-
fordert, von den Schu¨lerinnen und Schu¨ler eine Heftfu¨hrung im Sinne eines
Lerntagebuchs einzufordern. Dazu war eine Anleitung als Kopiervorlage ge-
geben (vgl. Anlage A) worden, die den Lernenden als Hilfestellung dienen
sollte, ihr Heft im Sinne eines Lerntagebuchs zu fu¨hren. Diese Konzepti-
on war angelehnt an die Ideen, wie sie Ruf/Gallin (1998) im Rahmen des
dialogischen Lernens gepra¨gt haben und wie Hußmann (2003) sie im Rah-
men seiner Intentionalen Probleme als wichtiges Instrumentarium nutzt. Die
Schu¨lerinnen und Schu¨ler wurden aufgefordert, nicht nur Ergebnisse, Defini-
tionen und Merksa¨tze ins Heft aufzunehmen, sondern vielmehr ihren Lern-
prozess zu dokumentieren. So sollten spontane Ideen, u¨berzeugende Beispie-
le und einsichtige Erkla¨rungen ebenso aufgenommen werden wie Irrwege,
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Abbildung 10.7: Item 44
”
Ich habe mein Heft ausfu¨hrlicher gefu¨hrt als sonst.“
Abbildung 10.8: Item 45
”
Die Heftfu¨hrung war aufwa¨ndiger als sonst, da man
viel mehr eigensta¨ndig formulieren musste.“
Abbildung 10.9: Item 46
”
Die Heftfu¨hrung war sinnvoller als sonst, da man
viel mehr eigensta¨ndig formulieren musste.“
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Abbildung 10.10: Item 46:
”
Die Heftfu¨hrung war sinnvoller als sonst, da man
viel mehr eigensta¨ndig formulieren musste.“
Schwierigkeiten und Fehler. Immerhin 39% der Schu¨lerinnen und Schu¨ler
geben an, dass sie ihr Heft ausfu¨hrlicher gefu¨hrt haben als sonst, wobei da-
von auszugehen ist, dass sich die Ausfu¨hrlichkeit der Heftfu¨hrung auf die
Anregungen im Sinne eines Lerntagebuchs beziehen. Erstaunlich ist auch,
dass immerhin 39% angeben, dass sie die Heftfu¨hrung als sinnvoller ansehen.
Dieser Anteil erho¨ht sich auf 69%, wenn man nur diejenigen Schu¨lerinnen
und Schu¨ler einbezieht, die das Heft tatsa¨chlich ausfu¨hrlicher gefu¨hrt haben
als sonst (nach ihren eigenen Angaben bei Item 44). Damit besta¨tigen die
Lernenden selbst die eingangs formulierte Hypothese, wie wichtig das Reflek-
tieren des eigenen Lernprozesses und Aufschreiben der wichtigsten Gedanken
und Aspekte sind.
Betrachtet man die Frage nach der Sinnhaftigkeit dieser Heftfu¨hrung in
Abha¨ngigkeit zur letzten Zeugnisnote, erha¨lt man folgendes Bild:
Es bezeichnen 41% der Schu¨lerinnen und Schu¨ler, die auf dem letzten Zeug-
nis eine
”
5“ hatten, die Heftfu¨hrung als sinnvoller, da man mehr eigensta¨ndig
formulieren muss. Dies ist eine erstaunlich hohe Zahl und betont einmal mehr
die bereits oben beschriebene Bedeutung des eigenen Formulierens und Ver-
balisierens – hier jedoch bezogen auf die schriftliche Variante, oben war es
das informelle Reden.
Einscha¨tzung zum Rechnereinsatz
Konzeptionell geho¨rt zu der hier untersuchten Lernwerkstatt, dass den
Schu¨lerinnen und Schu¨ler ein Computeralgebrasystem zur Verfu¨gung steht.
Dieses ist – je nach den Bedingungen an der Schule – entweder auf einem
Computer oder einem Taschenrechner verfu¨gbar. Die Einscha¨tzungen zum
Rechnereinsatz werden dementsprechend ebenfalls im Fragebogen erhoben.
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Die Items 36 bis 38 sind hier die zentralen Items, um die Einscha¨tzung zum
rechnereinsatz zu erfassen.
Item Frage
36 Ohne den Rechnereinsatz wa¨re die Lernwerkstatt nicht
sinvoll.
37 In unserer Gruppe haben wir sehr ha¨ufig den Rechner
benutzt.
38 Der Einsatz des Rechners war u¨berflu¨ssig.
Tabelle 10.6: Die Items zum Rechnereinsatz
Die Antworten zu den drei Items zeigen alle ein a¨hnliches Bild (s. Tabelle
10.7), weshalb sie zu einem zusammengefasst werden. Bei Item 38 ist zu be-
achten, dass im Vergleich zu den Items 36 und 37 ein gegenla¨ufiges Statement
zu bewerten war.
- 0 +
36 19,5% 14,8% 65,8%
37 17,6% 9,9% 72,4%
38 82% 7,3% 10,6%
Tabelle 10.7: Einscha¨tzungen zum Rechnereinsatz
Folgende interessante Aspekte ergeben sich bei der Untersuchung dieser neu-
en Variablen zum Rechnereinsatz in Abha¨ngigkeit zu anderen Items: Die
positive Einscha¨tzung ist abha¨ngig von der Art des benutzten Rechners. Als
Basis der Untersuchung wurden die Einscha¨tzungen zum Rechnereinsatz in
Beziehung gesetzt zu den Antworten zu Item 35 (vgl. Tabelle 10.8). Aus die-
sen Antworten wurden zwei Kategorien gebildet – Handhelds (im Folgenden
HH; dazu wurden die Antworten A und E geza¨hlt) sowie PC (Antworten
B,C,D oder F).
Item 35:
”
Welchen Rechner haben Sie eingesetzt? (Mehrfachnennung mo¨glich!)“
A [ ] TI-92 bzw. V-200
B [ ] Derive
C [ ] MuPad
D [ ] Maple
E [ ] andere Taschenrechner/ -computer
F [ ] andere PC-Software
Tabelle 10.8: Art des Rechners
Der Anteil derjenigen, die den Rechnereinsatz positiv sehen, ist bei den
Schu¨lerinnen und Schu¨lern, die Handhelds benutzen ho¨her als bei denen,
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die am PC arbeiten. Aufgrund der beobachteten Stunden in unterschiedli-
chen Kursen und speziellen Nachfragen gab es drei verschiedene Modelle fu¨r
den Rechnereinsatz, die sich durch spa¨teres Nachfragen und Beobachtungen
verschiedener Kurse heraus kristallisiert haben:
• PC-Raum (meist mit großen Bildschirmen auf den Tischen)
• Ein Laptop pro Tischgruppe
• Ein Handheld pro Schu¨ler/Schu¨lerin
Alleine in dieser organisatorischen Festlegung liegt ein mo¨glicher wichtiger
Grund dafu¨r, dass Schu¨lerinnen und Schu¨ler, die ein Handheld benutzen, den
Rechnereinsatz positiver sehen als solche, die am PC arbeiten. Zwei Aspekte
ko¨nnen hier eine Rolle spielen:
• Die a¨ußere Dominanz eines Handhelds ist weitaus geringer als die eines
PCs – sei es als Notebook und erst recht als fest installierter Computer.
Ein Handheld ist zum Beispiel im Rahmen einer Tischgruppe leichter
in ein Gespra¨ch zu integrieren (vgl. Zeile 646 auf Seite 322). Ein solches
Gera¨t sto¨rt auch nicht, wenn es gerade nicht gebraucht wird. Dies ist
bei
”
großen“ Gera¨ten anders, die per se viel Platz auf dem Tisch einneh-
men und unter Umsta¨nden sogar Sichtkontakt erschweren. Besonders
bei traditionell eingerichteten PC-Ra¨umen mit großen Bildschirmen in
”
Reihenformation“ ist oft nur ein Gespra¨ch zwischen zwei Personen
mo¨glich.
• Ein Gera¨t, was sowohl in der Schule wie auch zu Hause in gleicher Ein-
stellung verwendet wird und sta¨ndig individuell verfu¨gbar ist, wird mit
der Zeit vertrauter. Auch wenn viele Schu¨lerinnen und Schu¨ler mittler-
weile PCs zu Hause haben, ist deren uneingeschra¨nkte Nutzung durch
technische Ma¨ngel oder organisatorische Absprachen zu Hause nicht
notwendig gesichert. Die Dauer der Verfu¨gbarkeit des Mediums wird
auch in der Meta-Studie von Burrill (2002) als ein wichtiger positiver
Einflussfaktor betont:
Students who spent more time using handheld graphing technology
showed greater gains than students who had access to the technolo-
gy for brief interventions or short periods of time. ([Burrill 2002],
S.i)
Auch Trouche (2005) stellt den Faktor der Verfu¨gbarkeit heraus und
bezieht sich auf die Ergebnisse einer Studie von Chacon/Soto-Johnson
(1998):
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Chacon/Soto-Johnson point out that results are not the same
when students work in computer rooms with their teacher: in this
context, the authors report irritation in the face of certain tool
blockages, frustration arising from the only occasional utilization
of the tool. These phenomena appear rather marginally in calcula-
tor environments (i.e. when calculators are tools recognized by te-
achers and continuously at students‘ disposal);.. ([Trouche 2005],
S. 18)
Als Folge der Feststellung, dass die Art des benutzen Rechners sich auf die
Einscha¨tzung des Rechnereinsatzes auswirkt, wurde untersucht, ob die An-
gaben zu Item 34 (
”
Wobei hat der Rechner geholfen?“) von denjenigen, die
am PC gearbeitet haben, anders beantwortet wurden als von denen, die
Handhelds benutzt haben. Dieser Vergleich zeigte jedoch nur geringfu¨gige
Unterschiede. Tabelle 10.9 gibt einen U¨berblick, wie ha¨ufig in den einzelnen
Gruppen die vier vorgegebenen Arten von Funktionen des Rechnereinsatzes
angekreuzt wurden.
kontrollieren Graphen erzeugen berechnen ausprobieren
HH 67% 84% 58% 75%
PC 67% 79% 54% 78%
Tabelle 10.9: Rechnereinsatz in Abha¨ngigkeit, ob HH oder PC benutzt
wurde
Es zeigt sich, dass die Einscha¨tzung zum Rechnereinsatz unabha¨ngig von
der letzten Zeugnisnote immer a¨hnlich bewertet wird – hier ist keine ein-
deutige Pra¨ferenz bei einzelnen Zeugnisgruppierungen festzustellen. Aller-
dings fa¨llt die Einscha¨tzung bei Jungen und Ma¨dchen deutlich unterschied-
lich aus: 82% der Jungen sehen den Rechnereinsatz als positiv an und
demgegenu¨ber 69% bei den Ma¨dchen. Dies ist ein Ergebnis, dass Studien
aus der Genderforschung im Rahmen des Mathematikunterrichts besta¨tigen.
([Jungwirth 1992], [Jungwirth 1994], [Niederdrenk-Felgner 1993])
Einscha¨tzung zum allgemeinen Arbeitsaufwand
Die Ergebnisse zu diesen Statements sind in Abbildung 10.11 zusammenge-
stellt.
Die Lernwerkstatt erfordert von Schu¨lerinnen und Schu¨lern mehr Einsatz
und Arbeitsaufwand als normaler Unterricht. Dies verwundert nicht, gilt es
doch, den Lernprozess selbst in die Hand zu nehmen. Trotz der inhaltlichen
Vorgaben sind noch viele Parameter frei wa¨hlbar, die es zu gestalten gilt. So
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Item Frage
42 Ich habe in der Zeit der Lernwerkstatt im Unterricht
deutlich weniger getan als sonst.
26 Bei dieser Lernform bescha¨ftige ich mich viel weniger mit
Mathematik als sonst.
23 Bei der Lernwerkstatt muss man mehr arbeiten als im
normalen Unterricht.
32 Wir hatten insgesamt zu wenig Zeit.
41 Ich habe in der Zeit der Lernwerkstatt zu Hause deutlich
weniger getan als sonst.
Tabelle 10.10: Die Items zum allgemeinen Arbeitsaufwand
Abbildung 10.11: Einscha¨tzungen des allgemeinen Arbeitsaufwands
mu¨ssen zum Beispiel im Vergleich zum traditionellen Unterricht bestimmte
Absprachen selbststa¨ndig getroffen werden: was in welcher Reihenfolge erar-
beitet wird, welche Hausaufgaben verabredet werden, wie die Arbeit eventuell
aufgeteilt wird.
Zudem sind inhaltlich in besonderer Weise Strategien zu entwickeln, wenn
man nicht weiter kommt und Schwierigkeiten auftreten. Der Ruf nach der
Lehrperson wird nicht so leicht zum Erfolg fu¨hren, da die Lehrperson
fu¨r verschiedene Gruppen, die unter Umsta¨nden an verschiedenen Proble-
men arbeiten, offen sein muss und dies nicht in so kurzer Zeit bewa¨ltigen
kann wie bei zeitlich eng begrenzten, einheitlichen Aufgabenstellungen in-
nerhalb einer Unterrichtsstunde. Zum anderen ist es auf die Dauer bei ei-
ner la¨ngeren selbststa¨ndigen Arbeitsphase unbefriedigend und entmutigend,
wenn man immer sofort nach Hilfe ruft. Deshalb wa¨hlen die Lernenden an-
dere Strategien, um der Lo¨sung eines Problems na¨her zu kommen – entweder
durch vermehrt gegenseitiges Erkla¨ren, gezielte Recherche in Schulbu¨chern
oder anderen Quellen. All dies erho¨ht den Arbeitsaufwand tatsa¨chlich oder
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auch nur subjektiv aufgrund der ungewohnten Arbeitsform. Einfluss auf die
Einscha¨tzung der zu bewa¨ltigenden Arbeit hat sicherlich auch, dass bei die-
ser ungewohnt langen Gruppenarbeitsphase die zu bewa¨ltigende Stoffmenge
am Anfang als Anforderung bekannt ist. Dies ist ungewohnt und kann leicht
als belastend empfunden werden.
Einscha¨tzung zum Einbeziehen verschiedener Darstellungsarten
Item Frage
12 Ich fand es nervig, dass so oft verschiedene Darstellungen
einer Funktion (Term, Tabelle, Graph) einbezogen wurden.
13 Mir hat es geholfen, dass Funktionen in verschiedenen
Darstellungsarten (mal als Term, als Tabelle und/oder als
Graph) einbezogen wurden.
Tabelle 10.11: Die Items zum Einbeziehen der Darstellungsarten
Auch hier verwundert nicht, dass die beiden Items 12 und 13 ein sehr
a¨hnliches Bild ergeben und von daher zusammengefu¨hrt werden ko¨nnen.
Die Einstellungen der Schu¨lerinnen und Schu¨ler zu den mathematischen Dar-
stellungsarten sind in den Abbildungen 10.12 und 10.13 dargestellt.
Abbildung 10.12:
”
Ich fand es nervig, dass so oft verschiedene Darstellungen
einer Funktion einbezogen wurden.“
Bereits in der Konzeption der Lernwerkstatt (vgl. Kapitel 5.3) war es ein
wichtiges Kriterium, dass auch Aufgaben einbezogen werden, die die verschie-
denen mathematischen Repra¨sentationsformen nicht nur aufgreifen, sondern
einen flexiblen Umgang und Wechsel zwischen den Darstellungsarten fordern
und einu¨ben. Dazu geho¨rt zum Beispiel die Aufgabe, zu drei Funktionen
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Abbildung 10.13:
”
Mir hat es geholfen, dass Funktionen in verschiedenen
Darstellungsarten einbezogen wurden.“
die Extrempunkte zu bestimmen, wobei eine der Funktionen nur als Ta-
belle, die andere nur als Term und die dritte nur als Graph gegeben ist
(vgl. Baustein E, Seite 3). Davon ausgehend soll verglichen werden, welche
Vor- und Nachteile diese drei verschiedenen Darstellungsarten in sich ber-
gen. A¨hnliche Reflexionen sind auch im Kontext anderer Aufgaben gefragt
(z.B. bei Nullstellenbestimmung). Durch das bewusste Einbeziehen der un-
terschiedlichen mathematischen Darstellungsarten sollten auch verschiedene
Pra¨ferenzen von Schu¨lerinnen und Schu¨ler Beru¨cksichtigung finden, um so
verschiedene Wege, Funktionen zu erfassen, nahe zu bringen und zu vermit-
teln. In der Einscha¨tzung der Lernenden wird dies als positiv und hilfreich
eingestuft. Dies entspricht Erfahrungen aus dem Bereich der Grundschule
und Sekundarstufe I, wie Stern (1997) sie beschreibt:
Das Verstehen mathematischer Konzepte und Gesetze zeigt sich in
der Fa¨higkeit zur Flexibilita¨t der Darstellungsweise. Eine Fo¨rderung
mathematischen Versta¨ndnisses kann durch die Explikation unter-
schiedlicher Repra¨sentationsformen erfolgen.
Auch dem
”
Networking-Ansatz“ von Steiner (1991) fu¨r den Algebra-
Unterricht liegt die Unterstu¨tzung multipler Repra¨sentationen mathemati-
schen Wissens zugrunde, wobei Steiner die Beziehung zwischen Variablen als
Formel, Graph und Situation darstellt.
Schu¨lerinnen und Schu¨ler nennen auch in ihren Hefteintra¨gen deutliche
Pra¨ferenzen, zum Beispiel schreibt eine Schu¨lerin im Rahmen der Dokumen-
tation der Arbeit zu Baustein K:
Die Untersuchung einer Funktion auf mo¨glichst viele Eigenschaf-
ten erfolgt fu¨r mich perso¨nlich mit Vorgabe einer Wertetabelle am
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schnellsten und einfachsten, da die Werte und der Graph die Eigen-
schaften der Funktion gut veranschaulichen. Die Untersuchung mit-
hilfe eines vorgegebenen Graphen ist ebenfalls praktisch, man hat aber
keine genauen Werte fu¨r die Untersuchung. Die Methode der Unter-
suchung mit Vorgabe eines Terms ist eher anspruchsvoll, doch man
erha¨lt ausfu¨hrliche und genaue Ergebnisse, falls keine Fehler in den
Rechnungen aufgetreten sind. Insgesamt bevorzuge ich die Methode
mit Vorgabe der Wertetabelle.
Der Wechsel der mathematischen Darstellungsarten war auch ein wichtiger
Aspekt im Rahmen einer franzo¨sischen Langzeitstudie mit Lehrern, die zwi-
schen 1994- 1996 gemacht wurde ([Lagrange 2005]). Es wurden 17 engagierte
Lehrpersonen befragt. Vor dem Projekt ging es um ihre Erwartungen, die
sie mit dem Einsatz von Computeralgebra verbinden und zwei Jahre spa¨ter
nach der Projektphase um ihre konkreten Erfahrungen. Dabei wurden auch
die Haltungen der Schu¨lerinnen und Schu¨ler einbezogen. Die Lehrpersonen
nannten als eine wichtige Erwartung, dass der Wechsel der Darstellungsar-
ten fu¨r Schu¨lerinnen und Schu¨ler hilfreich sein kann. Diese Erwartung wurde
nicht besta¨tigt. Diese Diskrepanz zwischen der anfa¨nglichen Erwartung und
der tatsa¨chlichen Erfahrung war nicht die einzige, die in dieser Studie aufge-
deckt wurde. Hier mag sicherlich ein Grund sein, dass die Vermittlung und
die Aufgabenstellungen eher auf klassische Weise erfolgten und gerade die
Reflexion der Bedeutung der Darstellungsarten nicht explizit durch konkrete
Aufgabenstellungen angeregt wurde.
Wunsch nach versta¨rktem U¨ben
Im Rahmen der Antworten zu den Items mit Ratingskalen la¨sst sich ein
weiterer interessanter Aspekt eruieren. Schu¨lerinnen und Schu¨ler haben ex-
plizite U¨bungsphasen vermisst, entweder zu Hause oder wa¨hrend der Un-
terrichtszeit. Solche Phasen sind notwendig, um bzgl. der Inhalte sicherer
zu werden und auch Besta¨tigung fu¨r die eigene Leistung zu erlangen. Diese
Ru¨ckmeldung sollte dazu dienen, das Material kritisch zu durchleuchten, ob
nicht gerade der Bereich des U¨bens zu wenig Raum einnimmt und zu viel
Fokus auf die eigensta¨ndige Erarbeitung neuer Inhalte gelegt worden ist und
ist von daher ein wichtiges Kriterium er Weiterentwicklung.
Der Wunsch nach versta¨rktem U¨ben zeigt sich in den Antworten zu den
folgenden Items.
In Abbildung 10.14 sind die Einstellungen der Schu¨lerinnen und Schu¨ler zu
diesen beiden Items dargestellt.
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Item Frage
29 Im normalen Unterricht gibt es extra U¨bungsphasen- bei der
Lernwerkstatt geht alles in einem: Stoff erarbeiten und
u¨ben.
43 Wir ha¨tten mehr Hausaufgaben verabreden sollen, um mit der
Zeit besser hin zu kommen.
15 Mir hat es geholfen, dass wir in unserer Sprache u¨ber
Mathematik reden konnten, ohne direkt verbessert zu werden.
Tabelle 10.12: Die Items zum Wunsch nach versta¨rktem U¨ben
Abbildung 10.14: Einscha¨tzungen zum U¨ben
10.3.2 Auswertung der freien Anmerkungen
Das letzte Item im Schu¨lerfragebogen (Item 54, s. Anhang D) bot die
Mo¨glichkeit
”
Anmerkungen“ frei zu verfassen. Dies nutzten 291 der 578
Schu¨lerinnen und Schu¨ler, die den Fragebogen beantwortet haben. Deren
Antworten enthielten 455 Aspekte, die in verschiedenen Kategorien zusam-
mengefasst wurden: kritische Ablehnung, positive Zustimmung und Verbes-
serungsvorschla¨ge. Die Anmerkungen waren auf diese Kategorien ungefa¨hr
gleich verteilt. Viele A¨ußerungen waren mehreren der drei Kategorien zu-
zuordnen. Im Folgenden werden einige markante Aspekte der Auswertung
beschrieben.
Im Fragebogen gab es zwar ein Item mit Ratingskala zum freien Reden,
dennoch gab es Schu¨lerinnen und Schu¨ler, die ihre Wertscha¨tzung des infor-
mellen Redens im Rahmen der Anmerkungen noch einmal explizit formuliert
haben. Auffa¨llig ist, dass diese alle eher schwa¨chere Noten in Mathematik
hatten. Die folgenden Zitate aus diesen Beitra¨gen stehen exemplarisch fu¨r
die gea¨ußerten Gedanken. Die Formulierungen entsprechen exakt denen der
Schu¨lerinnen und Schu¨ler.
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• Ich finde die Idee einer Lernwerkstatt an sich gut, da das ge-
genseitige Erkla¨ren bestimmt besonders fu¨r Leute, die nicht
so schnell in Mathe verstehen ko¨nnen, hilfreich ist.
• Alles in einem positiv u¨berrascht. Man hatte die Mo¨glichkeit
Gruppenmitglieder zu fragen. Zum Teil wa¨ren diese Fragen
im Unterricht bei einem Lehrer nicht mo¨glich gewesen.
• Der Unterricht war fu¨r mich versta¨ndlicher, weil ich im-
mer nachfragen konnte und dabei keine Bedenken hatte, dass
man denkt ich hab gar keine Ahnung von Mathematik. Mein
Unwissen wirkt sich nicht auf die mu¨ndliche Note aus.
Natu¨rlich bleibt die Frage, warum das
”
Immer nachfragen ko¨nnen“ bei
”
einem Lehrer nicht mo¨glich ist“. Zuna¨chst gibt es dafu¨r a¨ußere Gru¨nde.
Im u¨blichen Fragend-entwicklenden Frontalunterricht reicht die Zeit nicht,
sa¨mtliche Fragen und Unklarheiten unmittelbar kla¨ren zu ko¨nnen. Dies ist
jedoch in der Kleingruppenarbeit prinzipiell mo¨glich. Zudem ist es natu¨rlich
weitaus schwieriger, Unverstandenes vor einem ganzen Plenum statt infor-
mell in einer Tischgruppe zu formulieren. Aber es gibt auch innere Gru¨nde,
die in den Zitaten formuliert werden: Etwa die Angst, sich vor der Lehrperson
unwissend zu zeigen und dadurch eine schlechtere Note zu riskieren, versagen
das unmittelbare Nachfragen. Unwissenheit wird dabei eher als Makel und
nicht als Chance erlebt, das eigene Denken durch das Arbeiten mit Fehlern
und Unklarheiten zu scha¨rfen und sich mit der Sache intensiver auseinan-
derzusetzen. Es fehlt dann der Raum, zwischen den Welten des
”
Singula¨ren“
und
”
Regula¨ren“ eine Bru¨cke zu schlagen, wie Ruf/Gallin (1998) einerseits
die individuellen Sichtweisen des Einzelnen und andererseits die generellen,
konsolidierten Pra¨gungen bezeichnen. Sie fordern, dass Lernende insbeson-
dere beim Beginn des Lernprozesses die Mo¨glichkeit haben, ausgehend vom
Singula¨ren der eigenenen Gedanken eine Verbindung zum Regula¨ren zu schaf-
fen. Die hier deutlichen Eigenwahrnehmungen der Lernenden, das informelle
Reden unter Mitschu¨lerinnen und -schu¨lern Wert zu scha¨tzen, stu¨tzt die in
den Kapiteln 9.1 und 9.2 dargestellten Untersuchungsergebnisse zu den im
Gruppenprozess vollzogenen kommunikativen Handlungen.
Neben dem unmittelbaren Kla¨ren und Erkla¨ren in der Kleingruppe nennen
Schu¨lerinnen und Schu¨ler in den freien Anmerkungen noch weitere Gru¨nde,
die eine positiven Einscha¨tzung der Sozialform
”
Lernwerkstatt“ erkla¨ren hel-
fen: So formulieren 17 Lernende, dass eine solche Arbeitsform sinnvoller sei,
da sie mehr
”
eigensta¨ndiges Arbeiten fo¨rdert“ und 18 betonen den Aspekt
der
”
willkommenen Abwechslung und des Spaßes bei der Arbeit“. Den Vor-
teil der Fo¨rderung der Selbststa¨ndigkeit formulierten auch viele Schu¨lerinnen
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und Schu¨ler in informellen Gespra¨chen nach den Unterrichtsstunden, aller-
dings nicht immer in einer positiven Konnotation. Manche sehen darin zwar
theoretisch einen Vorteil, empfinden es aber konkret als zu große Belastung
wegen des erho¨hten perso¨nlichen Arbeitsaufwands. Dieser Aspekt wird weiter
unten noch na¨her betrachtet.
Die theoretische Wertscha¨tzung einer neuen Unterrichtsform allein bewirkt
jedoch noch nicht, dass man sich diese auch tatsa¨chlich fu¨r den konkreten Un-
terricht wu¨nscht. Hier wissen Schu¨lerinnen und Schu¨ler offenbar sehr wohl zu
unterscheiden. Es werden konkrete Erfahrungen genannt, warum das Poten-
zial der Lernwerkstatt nicht voll ausgescho¨pft wurde bzw. es werden dement-
sprechend Verbesserungsvorschla¨ge formuliert, um das Material effizienter zu
nutzen. Dabei werden im Wesentlichen die beiden folgenden Punkte genannt:
• Die Lehrperson sollte fu¨r Fragen offen sein und Unklarheiten kla¨ren
helfen (besonders vor der Klausur).
• Man mu¨sste eine solche Unterrichtsform sta¨rker gewohnt sein.
Der erste Aspekt, der zur Ha¨lfte als Kritik an der konkreten Durchfu¨hrung
und zur anderen Ha¨lfte als Bedingung genannt wurde, deutet auf das Pro-
blem der besonderen Lehrerrolle bei einer solchen Unterrichtsform hin. Auch
wenn davon auszugehen ist, dass die Lehrpersonen, die sich zur Teilnahme an
diesem Projekt gemeldet haben, engagiert und an Innovationen interessiert
sind, so kann es doch sein, dass auch ihr Unterricht fragend-entwickelnd ge-
pra¨gt ist. Krainer (2002) nennt dies fu¨r Deutschland und O¨sterreich generell
das zentrale Merkmal des Mathematikunterrichts. Ist eine Lehrperson in er-
ster Linie diese u¨bliche Unterrichtsform gewohnt, sind die eigenen Routinen
darauf ausgerichtet und sehr stabil (vgl. [Schlo¨glmann 2005]). Handlungsun-
sicherheit bei der Integration von Gruppenarbeit und erst recht von langfristi-
ger Gruppenarbeit ist dann sehr wahrscheinlich. Die Moderation eines solch
offenen Unterrichts erfordert ga¨nzlich andere Routinen und Paradigmen als
eine fragend-entwickelnde Unterrichtskultur, denn es gilt die Balance zu fin-
den zwischen einem helfenden, erkla¨renden Eingreifen und einem Gewa¨hren
lassen, um die Lernenden in ihrer Selbststa¨ndigkeit zu unterstu¨tzen und in
Ruhe eigene Wege finden und beschreiten zu lassen. Die A¨ußerung eines Leh-
rers
”
Dann sollen die Schu¨ler jetzt mal machen“ kann dabei eine Haltung
beschreiben, die fu¨r Schu¨lerinnen und Schu¨ler sowohl mit einem wohltuen-
den Freiraum verbunden ist als auch mit einer unbeteiligten Distanz, bei der
sie sich zu wenig unterstu¨tzt fu¨hlen. Das letzte wird von 47 Schu¨lerinnen
und Schu¨ler explizit als Kritik an der Lehrperson explizit formuliert. Man
beklagt, dass es zu wenig Kontrolle gab und wu¨nschte sich mehr Fu¨hrung.
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Andere wiederum empfinden die Arbeit in der Lernwerkstatt als zu schwer
(29), darunter auch solche, die einen extremen Leistungsabfall beklagen. Dies
sind 11 Schu¨lerinnen und Schu¨ler (8 Schu¨ler, 3 Schu¨lerinnen), wobei drei
Schu¨lerinnen und zwei Schu¨ler zusa¨tzlich formuliert haben, dass Sie die Lern-
werkstatt zwar als sinnvoll ansehen, diese fu¨r sie jedoch nicht erfolgreich war.
Auch hier werden die bereits genannten Bedingungen fu¨r einen Erfolg im
Rahmen dieser Lernform als Gru¨nde fu¨r das eigene schlechte Abschneiden
genannt: die fehlende Unterstu¨tzung durch die Lehrperson sowie das Unge-
wohnte der Arbeitsform.
Insgesamt scheinen bei den freien Anmerkungen sehr unterschiedliche, extre-
me Schu¨lerprofile durch:
• Leistungsstarke Schu¨lerinnen/Schu¨ler, die sich durch eine solche Ar-
beitsform in besonderer Weise positiv gefordert sehen
• Leistungsstarke Schu¨lerinnen/Schu¨ler, die eine solche Arbeitsform ab-
lehnen
• Leistungsschwache Schu¨ler/Schu¨lerinnen, die in dieser Lernform einen
Lernvorteil fu¨r sich sehen
• Leistungsschwache Schu¨ler/Schu¨lerinnen, die diese Lernform als
zusa¨tzliche Belastung und Erschwerung deutlich ablehnen.
Fu¨r alle verschiedenen Typen scheinen jedoch die beiden genannten Fakto-
ren der Unterstu¨tzung durch die Lehrperson und das Gewo¨hnen an diese
Arbeitsform maßgeblich fu¨r den Erfolg zu sein. Welche weiteren Faktoren
fu¨r unterschiedliche Schu¨lertypen den Erfolg einer Lernwerkstatt bestimmen,
wa¨re eine Anschlussstudie wert.
10.4 Auswertung des Lehrerfragebogens
Insgesamt besta¨tigt sich, was sich bereits wa¨hrend der Pilotierung gezeigt
hat, dass das Hauptinteresse der Lehrpersonen bei einer Ru¨ckmeldung dar-
in liegt, wie das Material und die Unterrichtsorganisation bei einem erneu-
ten Einsatz der Lernwerkstatt zu optimieren ist. Dies hat auch Jungwirth
(2004) in ihren Untersuchungen herausgestellt. Diese Sicht ist versta¨ndlich,
da alleine der prospektive Blick ein professionelles Weiterentwickeln mo¨glich
macht. Dennoch haben 18 Lehrpersonen sich auf die Mu¨he eingelassen, den
Fragebogen auszufu¨llen. Weitere drei Lehrer haben anstelle dessen einen
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ausfu¨hrlichen schriftlichen Bericht verfasst. Diese Briefform wurde damit be-
gru¨ndet, dass der Fragebogen ihnen nicht als angemessen schien fu¨r ihre spe-
zielle Ru¨ckmeldung. Daru¨berhinaus baten zwei Lehrer um ein perso¨nliches
Gespra¨ch, um ihre perso¨nlichen Eindru¨cke zu u¨bermitteln. Damit liegen ins-
gesamt Ru¨ckmeldungen von 21 Lehrpersonen vor, die aber nur schwer ein-
heitlich auszuwerten waren. Da die Stichprobe von n=18 der ausgefu¨llten
Fragebo¨gen fu¨r eine detaillierte statistische Auswertung zu gering ausfiel,
aber die Eindru¨cke und Erfahrungen aller 21 Lehrpersonen mit in die Aus-
wertung einfliessen sollten, wurde eine Mischung verschiedener methodischer
Ansa¨tze gewa¨hlt, um mit dem Datenmaterial angemessen umzugehen. Das
Ergebnis waren die folgenden Verfahren:
• Parallelbetrachtung gemeinsamer Items: Es gab 20 Items, die im
Schu¨ler- und Lehrerfragebogen identisch waren. Diese 20 Items wurden
zusammen ausgewertet mit dem besonderen Fokus darauf, inwieweit
die beteiligten Schu¨ler- und Lehrerantworten differieren. Die Ergebnis-
se sind im folgenden Kapitel 10.5 zusammengefasst.
• Zu den sieben Themenbereichen, die sich aus der Auswertung der Items
mit Ratingskalen aus dem Schu¨lerfragebogen ergeben haben, wurden
inhaltlich passende Items des Lehrerfragenbogens ausgewa¨hlt und das
Antwortverhalten untersucht, um auf diese Weise die Einscha¨tzungen
der Lehrpersonen zu den sieben Themenbereichen zu ermitteln und mit
den Einscha¨tzungen der Schu¨lerinnen und Schu¨ler zu vergleichen.
10.5 Vergleichende Auswertung des Schu¨ler-
und des Lehrerfragebogens
Fu¨r die vergleichende Auswertung der beiden Fragebo¨gen muss man zwischen
den folgenden Typen von Items unterscheiden:
• Identische Items, die in beiden Fragebo¨gen gleich sind. Zum Beispiel
entspricht Item 29 im Schu¨lerfragebogen wortgenau Item 23 im Leh-
rerfragebogen:
”
Im normalen Unterricht gibt es extra U¨bungsphasen -
bei der Lernwerkstatt geht alles in einem: Stoff erarbeiten und u¨ben.
”
• Parallele Items, die sich auf den gleichen Aspekt im Lernprozess der
Schu¨lerinnen und Schu¨ler beziehen, aber jeweils eine andere Sicht er-
fragen. Im Schu¨lerfragebogen geht es um die Selbstwahrnehmung der
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Lernenden und im Lehrerfragebogen um die Fremdwahrnehmung durch
die Lehrperson. Zum Beispiel lautet Item 3 im Schu¨lerfragenbogen:
”
Durch die Lernwerkstatt habe ich einen neuen Zugang zu Mathema-
tik gewonnen.“ Entsprechend ist Item 2 im Lehrerfragebogen:
”
Durch
die Lernwerkstatt konnten die Schu¨ler/innen einen neuen Zugang zu
Mathematik gewinnen.“
• Spezielle Items, die jeweils nur im Schu¨ler- oder nur im Lehrerfarge-
bogen vorkommen. Ein Beispiel aus dem Schu¨lerfragenbogen ist Item
21:
”
Unserer Gruppe fehlte zwischendurch die Ru¨ckmeldung, ob wir auf
dem richtigen Weg sind.“ und ein Beispiel aus dem Lehrerfragebogen
ist Item 24:
”
Es ist mir schwer gefallen, mich zuru¨ckzuhalten. Ich wollte
lieber gleich erkla¨ren und die entscheidenden Tipps geben.“
Da auf die speziellen Items bereits in den Kapiteln 10.3 und 10.4 eingegan-
gen wurde, geht es im Folgenden ausschließlich um die 22 identischen bzw.
parallelen Items, die einer gemeinsamen Analyse unterzogen wurden.
Dabei gab es zwei unterschiedliche Antwortformate der Items, die auch ei-
ne unterschiedliche Art der Auswertung erfordern. Es gab zwo¨lf Items mit
Ratingskalen, in Tabelle 10.13 aufgelistet sind. Diese wurden hinsichtlich der
Einscha¨tzungen zum Arbeitsaufwand, zum selbststa¨ndigen Lernen und zum
Rechnereinsatz an Hand markanter Items untersucht. Zum anderen kamen
neun Items mit vorgegebenen Antworten zum Ankreuzen vor. Dazu za¨hlten
die folgenden Items:
• Fu¨nf Items zur Beurteilung der einzelnen Bausteine: Dabei
wurde jeweils die Liste der Bausteine der Lernwerkstatt mit der Kurz-
bezeichnung durch die Großbuchstaben (vgl. Kapitel 3) vorgegeben und
es galt, diese Liste unter verschiedenen Fragestellungen anzukreuzen
(Mehrfachantworten waren mo¨glich!). Fragen waren:
– Welche Bausteine haben am meisten Spaß gemacht? (Schu¨lerfrage
4, Lehrerfrage 5)
– Welche Bausteine haben am wenigsten Spaß gemacht?
(Schu¨lerfrage 5, Lehrerfrage 6)
– Welche Bausteine waren am leichtesten? (Schu¨lerfrage 6, Lehrer-
frage 7)
– Welche Bausteine waren am schwierigsten? (Schu¨lerfrage 7, Leh-
rerfrage 8)
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– Bei welchen Bausteinen ist am meisten klar geworden?
(Schu¨lerfrage 8, Lehrerfrage 9)
• Zwei Items zur Beurteilung der Schu¨lerta¨tigkeiten: Hier ging
es darum, welche Schu¨lerta¨tigkeiten zu kurz kamen (Schu¨lerfrage 18,
Lehrerfrage 16) bzw. welche besonders gefo¨rdert wurden (Schu¨lerfrage
19, Lehrerfrage 18).
Daneben gab es noch zwei identische Items. Ein Item galt der Fra-
ge, wie oft man eine solche Lernwerkstatt im Halbjahr einsetzen sollte
(Schu¨lerfrage 33, Lehrerfrage 31). Das andere Item war:
”
Stellen Sie
sich vor, Sie haben eine Minute Zeit, jemandem zu erkla¨ren, was eine
Funktion ist. Welche Darstellungsart wu¨rden Sie dabei am ehesten ver-
wenden: einen Term, einen Graphen, eine Zahlentabelle, eine Anwen-
dungssituation, allgemeine Umgangssprache, eine Definition?“ (Mehr-
fachantworten waren mo¨glich, leider fehlte irrtu¨mlich
”
eine Defintion“
im Schu¨lerfragebogen; Schu¨lerfrage 14, Lehrerfrage 15)
Im Folgenden werden die Untersuchungen zu diesen Items detaillierter aus-
gefu¨hrt:
10.5.1 Gemeinsame Items mit Ratingskala
Die zwo¨lf identischen bzw. parallelen Items mit Ratingskala, die einer gemein-
samen Untersuchung unterzogen wurden, sind in Tabelle 10.13 dargestellt.
Bei den beiden Items in der vierten und letzten Zeile (Schu¨lerfrage 27/ Leh-
rerfrage 25 und Schu¨lerfrage 44/ Lehrerfrage 37) sind leicht unterschiedliche
Formulierungen zu finden. Da es aber bei beiden Items von Interesse ist, die
Einscha¨tzungen zu vergleichen, sind beide Items trotz dieser Nuancen in den
Formulierungen in die vergleichende Analyse einbezogen worden. Dies ist bei
Item 27 (bzw. 25) inhaltlich zu vertreten, da die Konnotation
”
zu anstren-
gend“ sich zwar bei der Schu¨lerfrage auf die Arbeit in der Gruppe und bei der
Lehrerfrage auf die selbststa¨ndige Arbeit bezieht, doch da die selbststa¨ndige
Arbeit im Rahmen des Unterrichtens mit der Lernwerkstatt immer als Grup-
penarbeit vollzogen wurde, ist die Parallelita¨t der Bezugsgro¨ße fu¨r die Aus-
sage gegeben. Das gilt auch beim Item zur Heftfu¨hrung (letzte Zeile in
Tabelle 10.13). Es ist davon auszugehen, dass sich die Ausfu¨hrlichkeit der
Heftfu¨hrung, wie sie bei der Schu¨lerfrage ausgedru¨ckt ist, aus Aspekten er-
gibt, die mit der Empfehlung zu einem Lerntagebuch zusammenha¨ngen. Das
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Schu¨lerfragebogen Lehrerfragebogen
3. Durch die Lernwerkstatt habe ich einen neu-
en Zugang zu Mathematik gewonnen.
2. Durch die Lernwerkstatt konnten die
Schu¨ler/innen einen neuen Zugang zu Mathe-
matik gewinnen.
13. Mir hat es geholfen, dass Funktionen in
verschiedenen Darstellungsarten (..) einbezo-
gen wurden.
14. Es war hilfreich, dass die verschiedenen
Darstellungsarten einer Funktion (..) so oft
einbezogen wurden.
16. Es war viel zu schwer, sich selbst Definitio-
nen auszudenken (..).
11. Fu¨r die Schu¨ler/innen war es zu schwer,
sich selbst Definitionen auszudenken (..).
27. Mir ist es zu anstrengend, so lange in einer
Gruppe zu arbeiten.
25. Es ist fu¨r die Schu¨ler/innen zu anstren-
gend, so lange selbststa¨ndig zu arbeiten.
30. Mir ist Unterricht lieber, bei dem die Lehr-
person alles erkla¨rt und vorrechnet.
26. Mir ist Unterricht lieber, bei dem ich
zuna¨chst den neuen Stoff erkla¨re bzw. neue
Verfahren vorrechne.
29. Im normalen Unterricht gibt es extra
U¨bungsphasen - bei der Lernwerkstatt geht al-
les in einem: Stoff erarbeiten und u¨ben.
23. Im normalen Unterricht gibt es extra
U¨bungsphasen - bei der Lernwerkstatt geht al-
les in einem: Stoff erarbeiten und u¨ben.
31. Wir haben uns viel mehr gegenseitig er-
kla¨rt.
27. Die Schu¨ler/innen haben sich viel gegen-
seitig erkla¨rt.
37. In unserer Gruppe haben wir sehr ha¨ufig
den Rechner benutzt.
34. Der Rechner wurde sehr ha¨ufig benutzt.
36. Ohne den Rechnereinsatz wa¨re die Lern-
werkstatt nicht sinnvoll.
33. Ohne den Rechnereinsatz wa¨re die Lern-
werkstatt nicht sinnvoll.
41. Ich habe in der Zeit der Lernwerkstatt zu
Hause deutlich weniger getan als sonst.
35. Die meisten Schu¨ler/innen haben in der
Zeit der Lernwerkstatt zu Hause deutlich mehr
getan als sonst.
42. Ich habe in der Zeit der Lernwerkstatt im
Unterricht deutlich weniger getan als sonst.
36. Die meisten Schu¨ler/innen haben in der
Zeit der Lernwerkstatt im Unterricht deutlich
mehr getan als sonst.
44. Ich habe mein Heft ausfu¨hrlicher gefu¨hrt
als sonst.
37. Es haben nur wenige Schu¨ler/innen ihr
Heft im Sinne eines Lerntagebuchs (vgl.
”
Mu-
sterblatt fu¨r die Dokumentation“, S.15 im
Lehrerbegleitheft) gefu¨hrt, die meisten mach-
ten es traditionell.
Tabelle 10.13: Parallel-Items im Schu¨ler- und im Lehrerfragebogen
Item-Paar 41 bzw. 35 ist gegensa¨tzlich kodiert, was bei der Auswertung zu
beachten ist.
Positive Einscha¨tzung des Arbeitsaufwandes
Hier wurden die Items -41 bzw. -35; -42 bzw. -36 und 44 bzw. 37 1 zusammen-
gefasst, es geht sowohl um den Arbeitsaufwand im Unterricht wie zu Hause,
insbesondere bezogen auf die Heftfu¨hrung.
Vergleicht man die Antworten im Bereich dieses Aspekts von Lehrenden
und Lernenden, fallen kaum Unterschiede auf. Es ist lediglich festzustel-
len, dass die Lehrpersonen eine Tendenz zeigen, den Arbeitsaufwand ihrer
1Ein Vorzeichen-Minus wurde gesetzt, wenn die Richtung der bewerteten Aussage um-
gekehrte Konnotation aufwies wie das entsprechende Parallel-Item.
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Schu¨lerinnen und Schu¨ler ho¨her einscha¨tzen als diese selbst.
Positive Einscha¨tzung des Selbststa¨ndigen Lernens
Hier wurden die Items -16 bzw. -11; -27 bzw. -25 und -30 bzw. -26 zusam-
mengefasst.
Die beiden Aspekte, ob das selbststa¨ndige Definieren als zu schwer angesehen
wird und ob das lange Arbeiten in der Gruppe als zu anstrengend empfunden
wird, scha¨tzen Lernende und Lehrende sehr a¨hnlich ein. Auffa¨llig unterschied-
lich ist die Einscha¨tzung des Statements:
”
Mir ist Unterricht lieber, bei dem
die Lehrperson alles erkla¨rt und vorrechnet.“ (Schu¨lerfrage 30, Lehrerfrage
26). Schu¨lerinnen und Schu¨ler lehnen dieses Statement zu 27,1% ab und stim-
men zu 56,9% zu, Lehrpersonen dagegen lehnen es zu 61,1% ab und stimmen
nur zu 11,2% zu. Hier sind bei beiden Gruppen ganz unterschiedliche Gru¨nde
denkbar. Fu¨r Schu¨lerinnen und Schu¨ler ko¨nnte, wie bereits in Kapitel 10.3
ausgefu¨hrt, der lange Atem, der fu¨r eine Kleingruppenarbeit no¨tig ist, auch
demotivierend wirken. Werden die Impulse der Lehrperson als das erlebt,
was sie im besten Fall sein sollen – tragend, hilfreich und nu¨tzlich – dann ist
Kleingruppenarbeit im Vergleich unattraktiv. Sie kann sogar als belastend
erlebt werden, da man nicht nur fu¨r den eigenen Lernprozess verantwortlich
ist, sondern auch andere mittragen und mit motivieren muss. Fu¨r Lehrper-
sonen dagegen sind mit einer solchen Arbeitsform, sofern sie grundsa¨tzlich
davon u¨berzeugt sind, viele Vorteile und neue Perspektiven verbunden. So
kann man die Lernenden individueller und gezielter mit ihren Schwierigkeiten
und besonderen Ideen wahrnehmen und erleben. Es stimmen 57,9% der Lehr-
personen dem Item 21 zu, dass sie bei einer solchen Arbeitsform mehr von
Einzelnen mit bekommen. Zudem erleben die meisten Lehrpersonen (73,7%)
diese Unterrichtsform nicht anstrengender als herko¨mmlichen Unterricht.
Positive Einscha¨tzung des Rechnereinsatzes
Zu diesem Aspekt geho¨ren die beiden Items 36 bzw. 33 und 37 bzw. 34.
Die Einscha¨tzungen bezu¨glich des Rechnereinsatzes sind bei beiden Grup-
pen a¨hnlich positiv. 65,5% der Lernenden und 72,2% der Lehrenden stim-
men zu, dass ohne den Rechnereinsatz die Lernwerkstatt nicht sinnvoll
wa¨re (Schu¨lerfrage 36, Lehrerfrage 33). Auch die Einscha¨tzung bezu¨glich der
Ha¨ufigkeit der Nutzung des Rechners ist sehr a¨hnlich: 72,6% der Lernenden
und 94,4% der Lehrenden geben an, dass der Rechner ha¨ufig genutzt wurde
(Schu¨lerfrage 37, Lehrerfrage 34).
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10.5.2 Beurteilung der Bausteine
Vergleicht man, wie Lehrende und Lernende die einzelnen Bausteine der
Lernwerkstatt beurteilen, so werden doch einige interessante Unterschiede
deutlich. Ausgangspunkt der Untersuchung sind die Zahlenwerte in Tabelle
10.14. Es sind die Angaben, wieviel Prozent der Lehrenden bzw. Lernenden
den jeweiligen Baustein unter der jeweiligen Fragestellung angekreuzt haben.
Aufgrund der geringen Zahl der zuru¨ckgesendeten Lehrerfragebo¨gen haben
die nachfolgenden Aussagen lediglich tendentiellen Charakter, da einzelne
Stimmen großes Gewicht haben. Da sich jedoch beim Vergleich der Schu¨ler-
und Lehrerantworten interessante Aspekte zeigen, soll auf diesen Teil der
Auswertung nicht verzichtet werden. Es wurden die folgenden vier Fragen
einbezogen:
• Welcher Baustein hat Ihnen (bzw. hat den Schu¨ler/innen) am meisten
Spaß gemacht? (Schu¨lerfrage 4, Lehrerfrage 5) (in Tabelle 10.14 mit
”
Spaß“ abgeku¨rzt)
• Welchen Baustein empfanden Sie am leichtesten (fu¨r die
Schu¨ler/innen)? (Schu¨lerfrage 6, Lehrerfrage 7) (in Tabelle 10.14
mit
”
Leicht“ abgeku¨rzt)
• Welchen Baustein empfanden Sie am schwierigsten (fu¨r die
Schu¨ler/innen)? (Schu¨lerfrage 7, Lehrerfrage 8) (in Tabelle 10.14 mit
”
Schwer“ abgeku¨rzt)
• Bei welchem Baustein ist Ihnen (bzw. den Schu¨ler/innen) am meisten
klar geworden? (Schu¨lerfrage 8, Lehrerfrage 9) (in Tabelle 10.14 mit
”
Klar“ abgeku¨rzt)
Die Frage danach, welcher Baustein am wenigsten Spaß macht (Schu¨lerfrage
5, Lehrerfrage 6), konnte leider nicht einbezogen werden, da hier in der
Online-Version des Lehrerfragebogens irrtu¨mlicherweise keine Mehrfachnen-
nung mo¨glich war, von daher war hier die Vergleichbarkeit nicht gege-
ben. Einen U¨berblick u¨ber die Beurteilung der einzelnen Bausteine bzgl.
der vier genannten Fragen gibt Tabelle 10.14. Die genauere inhaltliche
Beschreibung der einzelnen Bausteine findet sich in Kapitel 3 sowie in
[Barzel/Fro¨hlich/Stachniss-Carp 2003].
Bei der genaueren Betrachtung fa¨llt zuna¨chst auf, dass bei allen vier Fragen
alle Bausteine genannt werden, es nur sehr wenige gibt, die von mehr als
50% der Personen genannt werden. Die Bausteine in den letzten Zeilen der
Tabelle werden seltener genannt. Das mag daran liegen, dass nach Angaben
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Spaß Leicht Schwer Klar
Baustein SuS LuL SuS LuL SuS LuL SuS LuL
W 16,9 5,6 34,9 27,8 9,7 16,7 14,8 0
A 31,6 50 42,3 22,2 5,8 16,7 20,8 11,1
E 25,1 38,9 14,6 16,7 18,8 16,7 34,8 83,3
L 36,7 5,6 27,9 50 10,6 11,1 39,6 11,1
K 22 11,1 6,5 11,1 35,1 50 29,7 33,3
S 22,4 5,6 21 27,8 16,7 5,6 17,6 0
N 25,5 16,7 17,3 33,3 16,2 5,6 25,9 16,7
R 15 44,4 7,4 5,6 8,2 5,6 6,1 22,2
G 7,3 5,6 3,5 0 11,7 5,6 7 5,6
Z 7 27,8 5 11,1 9,5 5,6 3 11,1
C 11 0 5 5,6 12,1 5,6 7 16,7
Q 7,2 5,6 5 5,6 10 5,6 3,6 0
F 6,2 0 2 0 31 33,3 5,7 0
Tabelle 10.14: Beurteilung der Bausteine durch Lehrer/-innen(LuL) und
Schu¨ler/innen (SuS)(in %; LuL: n=18 und SuS: n=578)
der Lehrpersonen im Fragebogen die Bausteine R, G, Z, C, Q, F von ca.
einem Viertel der Lehrpersonen nicht als Pflicht fu¨r die Lernwerkstatt vor-
geschrieben waren. Dennoch konnten diese Bausteine von allen Schu¨lerinnen
und Schu¨ler bearbeitet werden, da sie die Materialien zu allen Bausteinen
zur Verfu¨gung hatten. Die Bausteine W, A, E, L, K, S und N wurden sicher
von allen Schu¨lerinnen und Schu¨lern bearbeitet.
Es ist erstaunlich, dass in der Spalte zur Frage, was am meisten Spaß gemacht
hat, die Schu¨lerinnen und Schu¨ler die Bausteine der ersten sieben Zeilen al-
le relativ oft nennen. Dies ist bei den Antworten der Lehrpersonen anders,
die eher als die Schu¨lerinnen und Schu¨ler die Spiele (Bausteine Z und R)
sowie das Experiment (in Baustein A) nennen. Lehrende scheinen mit diesen
Spielen viel eher Spaß im Lernprozess zu verbinden als Lernende. Eine unter-
schiedliche Beurteilung kann auch angenommen werden bei den Bausteinen,
bei denen es um das Erarbeiten der neuen Inhalte an Hand von Aufgaben
und Analysen ging. So werden die Bausteine W (Wiederholungen zu
”
Ab-
leitung“), K (Kru¨mmung) , L (ho¨here Ableitungen), S (Symmetrie) und N
(Nullstelle) eher von Lernenden mit Spaß verbunden als von Lehrpersonen.
Spaß und mathematische Inhalte erarbeiten geho¨ren fu¨r Lehrende anschei-
nend viel weniger zusammen als fu¨r Lernende. Ein mo¨glicher Grund kann
hier im Bild von Mathematik liegen, das fu¨r die Lehrpersonen vielleicht eher
dadurch gepra¨gt ist, dass das rein theoretische Erarbeiten mathematischer
Zusammenha¨nge Lernenden keinen Spaß bereitet, zumindest aber weniger als
das Anwenden im Rahmen eines Spiels oder Experiments. Fu¨r Schu¨lerinnen
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und Schu¨ler mag dies anders sein. Fu¨r sie kann der Erkenntnisgewinn bei der
Arbeit auch Spaß fo¨rdernd sein. Zumindest werden die Bausteine, denen am
ha¨ufigsten Spaß zugeschrieben wird, auch am ha¨ufigsten als die Bausteine ge-
nannt, bei denen am meisten klar wurde. Dies gilt speziell fu¨r die Bausteine
A, E, L, S, K und N.
Es sind nicht nur die Bausteine mit den Spielen und dem Experiment, die
von Schu¨lerinnen und Schu¨lern bzw. Lehrpersonen unterschiedlich wahrge-
nommen werden, sondern ebenso die Bausteine, bei denen zentrale Aspekte
der Funktionsuntersuchung theoretisch erarbeitet werden. So werden zum
Beispiel die fu¨r die Erarbeitung der mathematische Inhalte zentralen Bau-
steine K,L und E in allen vier Fragen sehr unterschiedlich beurteilt - insbe-
sondere Baustein L. Hier lohnt eine genauere Betrachtung. Bei Baustein L
geben 36,7% der Schu¨lerinnen und Schu¨ler an, dass er mit am meisten Spaß
gemacht hat - das erwarten allerdings nur 5,6 % der Lehrpersonen. Gleich-
zeitig geben 39,9 % der Schu¨lerinnen und Schu¨ler gegenu¨ber nur 11,1% der
Lehrenden an, dass bei diesem Baustein am meisten klar wurde. Im Zentrum
des Bausteins L stehen ho¨here Ableitungen und ihre Bedeutungen (vgl. Seite
26). Dazu wird zuna¨chst in einem Informationskasten angegeben, was man
unter einer ho¨heren Ableitung versteht. Als Aufgabenstellungen kommen in
einer Mind map angeordnet vor (hier nur in Kurzfassung):
• Wie oft muss man ableiten, bis sich zum ersten Mal der Ableitungsterm
Null ergibt?
• Informieren Sie sich daru¨ber, was man unter einem Wendepunkt ver-
steht.
• Stellen Sie folgende (drei) Funktionen und alle Ableitungsfunktionen
grafisch dar. Benutzen Sie fu¨r jede Funktion ein neues Koordinaten-
system. Finden Sie mo¨glichst viele Zusammenha¨nge zwischen dem
Graphen der Funktion und deren Ableitungen. Ziehen Sie allgemeine
Schlu¨sse und vervollsta¨ndigen Sie die Tabelle 10.15
Grad der
Funktion
Max. Anzahl
Nullstellen
Max. Anzahl
Extrempunkte
Max. Anzahl
Wendepunkte
Tabelle 10.15: Tabelle aus Baustein L
Nun ist die Frage, warum wurde dieser Baustein von 36,7% Schu¨lerinnen
und Schu¨ler bezu¨glich des Spaß Machens am ha¨ufigsten gewa¨hlt. Die we-
sentlichen kognitiven Ta¨tigkeiten, die hier angeregt werden sollten, waren
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laut Konzeption: Analysieren, Informieren, Strukturieren. Es ist also eine
Mischung ganz unterschiedlicher Aktivita¨ten zu verzeichnen, die als solches
bereits einen Reiz ausmachen ko¨nnen – zumal gleich dem Zusammensetzen
verschiedener Puzzleteile – verschiedene Aspekte betrachtet und in Verbin-
dung gebracht werden mu¨ssen. Dazu geho¨ren: Grad einer Funktion, ho¨here
Ableitungen, Nullstellen, Wendepunkte, Extrempunkte. Dabei ko¨nnen auch
viele neue Informationen auftreten: Auf jeden Fall sind
”
ho¨here Ableitungen“
und
”
Wendepunkte“ als Begriffe neu.
”
Grad einer Funktion“ kann fu¨r man-
che neu sein, weshalb dieser Begriff in der Fußnote kurz erkla¨rt wird. Auch
”
Extrempunkte“ ko¨nnen fremd sein, sofern Baustein E erst nach L bearbei-
tet wird. Die Reihenfolge, erst L, dann E, liegt rein a¨ußerlich nahe, da bei
der sequentiellen Anordnung der Bausteine im Schu¨lerheft Baustein E nach
Baustein L kommt. (Diese sequentielle Anordnung ist zwar bedauerlich, aber
bei einer Publikation in Papierform nicht anders mo¨glich.)
Die Fu¨lle an inhaltlichen Querverbindungen und neuen Informationen in
Baustein L kann fu¨r Schu¨lerinnen und Schu¨ler nicht nur bezu¨glich des Stoffes
erhellend sein, sondern eben auch Spaß machen. Immerhin haben 50% der
Schu¨lerinnen und Schu¨ler, denen Baustein L am meisten Spaß machte auch
gleichzeitig angekreuzt, dass ihnen dabei auch am meisten klar geworden ist.
Einen Beleg fu¨r diese mo¨gliche Erkla¨rung liefert auch die Analyse in Kapi-
tel 9.2. Diese Analyse bezieht sich auf eine Gruppenarbeit an Baustein L.
Hier hatte sich gezeigt, dass gerade das Ausfu¨llen der Tabelle in vielfa¨ltigem
Sinne motivierend war: Es brachte viel Gespra¨chsanlass, war als Aufgabe
u¨berschaubar und fassbar genug, um nicht den Spaß zu verlieren, barg aber
dennoch einige zu bewa¨ltigende Probleme mit sich. Gerade das Strukturieren
im Rahmen dieser Aufgabe scheint fu¨r Schu¨lerinnen und Schu¨ler eine akt-
trative und lohnende Ta¨tigkeit zu sein, da auch viel
”
altes“ Wissen herange-
zogen und genutzt werden kann (z.B. Wissen u¨ber Parabeln und Geraden),
um eine Systematik zu finden. Es erfordert nicht nur das Abspulen einer
vorgebenen Abfolge an Ta¨tigkeiten, sondern vielmehr einen offenen Blick fu¨r
Zusammenha¨nge, Strukture und Muster, wobei auch kleinere Erfolgserleb-
nisse mo¨glich sind.
In der Wahrnehmung der Lehrpersonen spielt weniger Baustein L, sondern
vielmehr Baustein E eine solch tragende Rolle. 38,9% der Lehrpersonen
kreuzten Baustein E an als das, was den Schu¨lerinnen und Schu¨ler (nicht
ihnen selbst!!) am meisten
”
Spaß“ macht. 83,3% gaben sogar an, dass den
Lernenden hier inhaltlich am meisten klar werden kann. Diese Zahlen sind
tendentiell ho¨her als die entsprechenden bei den Schu¨lerinnen und Schu¨ler
(vgl. Tabelle 10.14). Dies mag sicherlich an der in E geforderten Analyse drei-
er Funktionen hinsichtlich Extremstellen liegen, die als Fundament dienen
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sollte, um ein rechnerisches Verfahren zur Bestimmung von Extremstellen zu
ermitteln. Dieses Verfahren steht oft im Zentrum der klassischen Kurvendis-
kussion in der Schule und mag ein mo¨glicher Grund fu¨r eine solch starke Be-
tonung des Bausteins E sein. Zum anderen kann die in Baustein E geforderte
Parallelanalyse der drei Funktionen in drei verschiedenen Darstellungsarten
(eine Funktion ist als Term, die andere als Graph und die dritte als Tabelle
gegeben) fu¨r Lehrpersonen eine lohnende und kla¨rende Ta¨tigkeit sein.
In der Wahrnehmung und Beurteilung von Baustein K (Kru¨mmung) stim-
men Lehrende und Lernende am ehesten u¨berein. Er wird von den meisten
mit dem Attribut
”
am schwierigsten“ versehen und etwa ein Drittel der Ler-
nenden wie Lehrenden sehen ihn als einen Baustein an, bei dem am meisten
klar wird. Unterschiedlich ist nur, dass 22% der Schu¨lerinnen und Schu¨ler
trotzdem an den Ta¨tigkeiten bei Baustein K Spaß hatten, was nur 11% der
Lehrpersonen erwartet haben. Auch dies bezieht sich auf den bereits beschrie-
benen mo¨glichen Effekt, dass das Neu-Erarbeiten mathematischer Sachver-
halte durchaus Spaß machen kann.
Die Frage, ob das
”
am meisten klar geworden“ eher mit
”
am leichtesten“ oder
”
am schwierigisten“ oder mit
”
am meisten Spaß“ zusammenha¨ngt, konnte
nicht eindeutig beantwortet werden. Erwartungsgema¨ß bedingen sich die Ka-
tegorien
”
am leichtesten“ und
”
am schwierigsten“ gegenseitig. Bezogen auf
die anderen Kategorien gab es aber nie mehr als 50% der Schu¨lerinnen und
Schu¨ler, die auf einen Baustein bezogen diesen Baustein auch bei einer weite-
ren Frage angekreuzt haben. Man kann also sagen, dass die drei Kategorien
Spaß, inhaltliches Kla¨ren, Schwierigkeitsgrad als unabha¨ngig anzusehen sind.
Dies wurde an Hand entsprechender Kontingenz-Koeffizienten u¨berpru¨ft.
10.5.3 Beurteilung der Schu¨lerta¨tigkeiten
Sowohl im Schu¨ler- wie im Lehrerfragebogen gab es zwei direkte Items zu den
Schu¨lerta¨tigkeiten (vgl. Anhang D, Schu¨lerfragen 18 und 19, Lehrerfragen 16
und 18). Sie dienten dazu, die Einstellungen und Erfahrungen bezogen auf
die kognitiven Ta¨tigkeiten der Akteure zu ermitteln. Bei der Formulierung
und Gestaltung dieser Items war es wichtig, dass die Begriffe bezu¨glich der
kognitiven Ta¨tigkeiten hinreichend versta¨ndlich sind. Deshalb wurde eine
Liste mit Ta¨tigikeiten vorgegeben, die es in zweierlei Hinsicht anzukreuzen
galt (vgl. Tabellen 10.2 sowie 10.16).
Bei dieser Form der Auswertung sind einige Sto¨rfaktoren zu bedenken: So
bleibt es unklar, ob sich die Einscha¨tzungen auf das Unterrichtsmaterial
oder den tatsa¨chlich erlebten Unterricht beziehen. Außerdem ko¨nnen ganz
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Welche
Ta¨tigkeiten
kamen bei der
LWS zu kurz?
Bei welchen
Ta¨tigkeiten
konnten Sie
Fortschritte
durch die LWS
erzielen?
| SuS LuL SuS LuL
Strukturieren von Informationen 29% 32% 27% 26%
Abschreiben von Informationen
(aus dem Schulbuch; vom
Nachbarn)
20% 21% 9% 26%
Analysieren; genaues Hingucken 7% 0% 12% 26%
eigene (Lo¨sungs-)ideen
entwickeln
16% 5% 29% 26%
Mathematik in eigene Worte
fassen
12% 26% 30% 47%
sich gegenseitig erkla¨ren 12% 16% 42% 53%
Wiederholen 11% 5% 8% 58%
nachschlagen (im Schulbuch,
Internet oder Lexika)
13% 16% 53% 84%
schmarotzen (von der Arbeit
anderer profitieren)
41% 32% 14% 0%
nachvollziehen von Gedanken 25% 47% 11% 16%
dokumentieren und Heft fu¨hren 13% 11% 12% 32%
Graphen zeichnen 29% 37% 32% 42%
u¨ber Mathematik reden 27% 26% 26% 26%
Zuho¨ren 14% 11% 28% 37%
Arbeit organisieren 14% 0% 25% 58%
U¨ben 23% 5% 19% 26%
Tabelle 10.16: Angaben zu den Schu¨lerta¨tigkeiten (LuL: n=18 und SuS:
n=578)
unterschiedliche Vorstellungen, Assoziationen und Interpretationen mit den
einzelnen, vorgegebenen Ta¨tigkeiten verbunden sein. Deshalb beschra¨nkt sich
die Auswertung dieses Teils der Fragebo¨gen auf einige markante Aspekte, die
trotz dieser Sto¨rfaktoren wahr genommen werden sollten.
Zuna¨chst fa¨llt auf, dass Lehrpersonen bei der Frage nach mo¨glichen Fort-
schritten mehr angekreuzt haben als die Schu¨lerinnen und Schu¨ler. Die Pro-
zentzahlen auf Seiten der Lehrpersonen liegen fast immer ho¨her als die der
Schu¨lerinnen und Schu¨ler. Die hier befragten Lehrpersonen, die sicherlich
als besonders engagiert anzusehen sind, sehen also insgesamt einen gro¨ßeren
Fortschritt in mehreren der angegebenen Ta¨tigkeiten als die Schu¨lerinnen
und Schu¨ler. Im Schnitt haben 36% der Lehrpersonen eine Ta¨tigkeit ange-
kreuzt gegenu¨ber 24% der Schu¨lerinnen und Schu¨ler. Dies mag daran liegen,
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dass Lehrende von ihrer Profession her viel sta¨rker u¨ber die Art und Weise
von Schu¨leraktivita¨ten nachdenken und diese deshalb eher wahrnehmen und
erkennen als Lernende selbst, fu¨r die dieser Fokus eher ungewohnt ist.
Trotz dieses quantitativen Unterschieds la¨sst sich aber eine tendenzielle, qua-
litative U¨bereinstimmung in den Wahrnehmungen feststellen. So sind zum
Beispiel von den fu¨nf meist genannten Ta¨tigkeiten in jeder der Gruppen drei
Ta¨tigkeiten gleich, die jeweils ha¨ufig genannt werden:
• nachschlagen (im Schulbuch, Internet oder Lexika) (84% der LuL, 53%
der SuS)
• sich gegenseitig erkla¨ren (53% der LuL, 42% der SuS)
• Mathematik in eigene Worte fassen (47% der LuL, 30% der SuS)
Nachschlagen wird hier eingeschra¨nkt auf Schulbuch, Internet oder Lexika.
Dadurch wird das Nachschlagen in selbst verfassten Dokumentationen zwar
nicht ausgeschlossen, aber es wird hier eher verstanden im Sinne von recher-
chieren, sich informieren, Hilfen aus fremden Texten ziehen. Entsprechend der
Konzeption des Materials wurden die Lehrpersonen im Begleitheft aufgefor-
dert, zusa¨tzliche Informationsmaterialien (wie weitere Schulbu¨cher, Lexika
oder Internet) auszulegen bzw. zur Verfu¨gung zu stellen. Es gab auch expli-
zite Aufgabenstellungen, die das Recherchieren forderten (z.B. in Baustein L:
”
Informieren Sie sich daru¨ber, was man unter einem Wendepunkt versteht!“).
Dies ist sicherlich im Vergleich zu traditionellem Unterricht ungewohnt und
neu, weshalb es hier versta¨ndlich ist, dass man hinsichtlich dieser Ta¨tigkeit
einen Fortschritt in der Lernwerkstatt wahrnimmt.
”
Gegenseitiges Erkla¨ren“ und
”
Mathematik in eigene Worte fassen“ - dass
hinsichtlich dieser Formen des informellen Redens ein deutlicher Fortschritt
gesehen wird, haben zumindest Schu¨ler und Schu¨lerinnen im Rahmen der
freien Anmerkungen explizit formuliert und bereits in den Items zum gegen-
seitigen Erkla¨ren (Schu¨lerfrage 31 - Lehrerfrage 27) und zum Reden u¨ber Ma-
thematik in eigener Sprache (Schu¨lerfrage 15) zum Ausdruck gebracht. Das
informelle Reden u¨ber Mathematik in der eigenen Sprache erfa¨hrt sowohl in
der Lehrer- wie in der Schu¨lerwahrnehmung eine hohe Wertscha¨tzung.
Neben den drei genannten Ta¨tigkeiten kommt bei den Lehrpersonen noch
das
”
Wiederholen“ und
”
Arbeit organisieren“ als ha¨ufig Genanntes dazu.
58% der Lehrpersonen geben an, dass durch die Lernwerkstatt das Wieder-
holen als Ta¨tigkeit gefo¨rdert wird. Bei den Schu¨lerinnen und Schu¨ler sind
es nur 8%, die dies a¨ußern. Diese erstaunliche Differenz mag an der unter-
schiedlichen Interpretation liegen, was zu einer Wiederholung geho¨rt. Zwei
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prinzipiell verschiedene Sichtweisen sind denkbar, die diese unterschiedliche
Bewertung erkla¨ren helfen: Eine Wiederholung kann explizit oder implizit er-
folgen – explizit, wenn sie deutlich als Wiederholung ausgewiesen ist und sich
auf bestimmtes, vorher erlerntes Wissen und Verfahren bezieht. Implizit heißt
dagegen, dass die Wiederholung eher verdeckt im Kontext neuer Erarbeitun-
gen erfolgt, wenn zum Beispiel bei der Strukturierung der Graphen ganzratio-
naler Funktionen die Merkmale der Graphen von quadratischen und linearen
Funktionen wiederholt werden. Es ist denkbar, dass Schu¨lerinnen und Schu¨ler
Wiederholung eher explizit verstehen, da Wiederholung fu¨r Schu¨lerinnen und
Schu¨ler oft im Sinne der Vorbereitung auf Pru¨fungen bedeutsam sind. Lehr-
personen werden jedoch daneben viel sta¨rker auch die impliziten Formen von
Wiederholung wahrnehmen, die im Sinne des Spiralprinzips von Lehrenden
in Lehrpla¨nen und Didaktiken gefordert werden.
Abbildung 10.15: Wie oft sollte man eine solche Arbeitsform einsetzen?
Die Antworten zur Frage
”
Wie oft sollte man eine solche Arbeitsform einset-
zen?“ sind der Abbildung 10.15 zu entnehmen. Im gezeigten Antwortverhal-
ten kumulieren die vielen Aspekte zur Bewertung der Lernwerkstatt aus Sicht
der Lehrenden wie Lernenden. Auch wenn ein Großteil der Schu¨lerinnen und
Schu¨ler dieser Arbeitsform Positives abgewinnen konnten, so gibt es doch
u¨ber 20%, die sich keine Lernwerkstatt mehr fu¨r den Unterricht wu¨nschen.
Die Gru¨nde dafu¨r sind sicher vielfa¨ltig, der Blick auf die freien Anmerkungen
im letzten Item des Schu¨lerfragebogens (vgl. Kapitel 10.3.2) gewa¨hrt im Rah-
men der Studie den intensivsten Blick hierauf. Das Gros der Schu¨lerinnen und
Schu¨ler sowie der Lehrpersonen wu¨nscht sich jedoch einen wiederkehrenden
Einsatz dieser Unterrichtsform. Dass die Lehrpersonen eine derartige Lern-
werkstatt tendentiell eher einsetzen wu¨rden als die Schu¨lerinnen und Schu¨ler,
kann auch an den 18 konkreten Lehrpersonen liegen, die ihr Engagement in
vielerlei Hinsicht zum Ausdruck gebracht haben. Sie haben sich zum einen
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dazu bereit erkla¨rt, die Lernwerkstatt zu testen und sich zum anderen die
Zeit genommen, den Fragebogen zu beantworten. Diese Gruppe ist demnach
vermutlich nicht repra¨sentativ fu¨r die gesamte Lehrerschaft, sondern eher
sehr progressiv und aufgeschlossen.
Insgesamt stimmen alle Lehrenden und eine sehr große Mehrheit der Ler-
nenden darin u¨berein, dass diese Arbeitsform nur ein Weg unter vielen im
Unterricht sein kann,
”
fu¨r immer“ taugt sie nicht. Als solche ist sie aber
auch nicht konzipiert, sondern als sinnvolle und gute Bereicherung eines zeit-
gema¨ßen Mathematikunterrichts – und darin sind sich fast alle einig.
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Kapitel 11
Resumee und Ausblick
11.1 Resumee
Auftrag von Schule ist es, Lernprozesse bei Jugendlichen anzustoßen, zu be-
gleiten und zu evaluieren. Man weiß heute, dass Lernen nur dann nachhaltig
geschieht, wenn Schu¨lerinnen und Schu¨ler interne Wissensnetze und Struk-
turen knu¨pfen ko¨nnen, wenn Lernen in diesem Sinne ein selbststa¨ndiger und
konstruktiver Prozess des Individuums ist. Diese Erkenntnis ist vielfach wis-
senschaftlich gesichert und wird zunehmend mehr von Kolleginnen und Kol-
legen geteilt. Dennoch vera¨ndert sich Unterricht kaum, noch immer ist der
Frontalunterricht die vorrangige Unterrichtsform in Deutschland. Der Stoff-
katalog bleibt prima¨rer Taktgeber von Unterricht. Weitere Ziele treten da-
hinter zuru¨ck. Dabei sehen Lehrpersonen vielfach das als erreicht an, was aus
ihrer Sicht durchgenommen wurde.
Folgerichtig empfinden viele Lehrerinnen und Lehrer das Anstoßen individu-
eller Lernprozesse als zeitraubend und unvereinbar mit den straffen Inhalts-
katalogen des Curriculums. Das stringente, gelenkte Abarbeiten des Stoffes
scheint der einzige Weg, die Vorgaben zu bewa¨ltigen. Die Forderung, Com-
puteralgebra im Mathematikunterricht einzusetzen, wird dann als weitere,
zusa¨tzliche Belastung empfunden. Alle drei Zielbereiche - Inhalt, Medium
und Selbststa¨ndiges Lernen werden als zeitlich additive und voneinander un-
abha¨ngige Anforderungen gesehen.
Grundintention des Forschungsprojektes war es, aufzuzeigen, dass diese
Aspekte keineswegs zu trennen sind, sondern als Trias eine realisierbare Ein-
heit fu¨r Unterricht darstellen. Vor allem sollte exemplarisch verdeutlicht wer-
den, dass diese Trias das Potenzial in sich tra¨gt, Schu¨lerinnen und Schu¨lern
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nicht nur neue mathematische Inhalte nahe zu bringen, sondern sie gleichzei-
tig eine Fu¨lle mathematischer Ta¨tigkeiten erleben zu lassen und ihnen so eine
Idee zu vermitteln, was Mathematiktreiben ausmacht. Sie sollten Mathema-
tik nicht nur als Wissenschaft statischer Inhalte sondern als ein Werdendes
und Prozessuales erfahren ko¨nnen – und das an einem Themenbereich aus
dem Pflichtkanon. Dies war Kerngedanke bei Entwicklung und Evaluation der
Lernwerkstatt zur Untersuchung ganzrationaler Funktionen mit integriertem
Einsatz von Computeralgebra.
Die Unterrichtsmethode der Lernwerkstatt bietet den großen Vorteil, dass
verschiedene inhaltliche Aspekte sowohl singula¨r wie auch als Teile eines Ge-
samtgefu¨ges bearbeitet und wahrgenommen werden ko¨nnen. Schu¨lerinnen
und Schu¨ler durchlaufen dabei u¨ber einen la¨ngeren Zeitraum (hier von circa
sechs Wochen) verschiedene Stationen; Reihenfolge und Tempo bestimmen
sie selbst. Weiteres konstituierendes Element dieser Lernwerkstatt ist die
Verfu¨gbarkeit von Computeralgebra, welche die Schu¨lerinnen und Schu¨ler,
angeregt durch eigene Impulse oder durch die Aufgabenstellung, frei benut-
zen ko¨nnen. Durch den Einsatz der Computeralgebra wird der Kanon an
mo¨glichen Aufgabenstellungen stark erweitert und so die Reichhaltigkeit der
angeregten Ta¨tigkeiten erho¨ht.
Ziel der entwickelten Unterrichtseinheit war es, dass die Schu¨lerinnen und
Schu¨ler Kriterien zur Funktionsuntersuchung kennen und diese souvera¨n an-
wenden lernen. Dieses Ziel wurde sowohl hinsichtlich der inhaltlichen Kriteri-
en konkretisiert wie auch bezu¨glich der Frage, welche kognitiven Ta¨tigkeiten
ein souvera¨nes Anwenden dieser Kriterien im Einzelnen ausmachen. Als Kri-
terien wurden die Aspekte von Funktionsuntersuchung aus dem Lehrplan
gewa¨hlt (z.B. markante Punkte von Funktionsgraphen, besondere Eigenschaf-
ten von Funktionen). Die spezifische Formulierung der mo¨glichen Aktivita¨ten
fu¨hrte zu elementaren kognitiven Ta¨tigkeiten, die fu¨r die Analysis insgesamt
relevant sind. Diese lassen sich in fu¨nf Bereichen zusammenfassen:
• Rezipieren als Wiederholen, Ausfu¨hren, Nachvollziehen
• Darstellen mathematischer Objekte in Term, Graph, Tabelle und Wort
und Wechseln zwischen diesen Darstellungsformen
• Analysieren als Interpretieren und Strukturieren
• Reflektieren im Sinne von Vergleichen, neu Durchdenken von einem
vera¨nderten Standpunkt aus, Vernetzen
• Kreieren als scho¨pferischer Akt, neue Blickrichtungen, Beispiele, Ideen
einzubeziehen.
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Dementsprechend stand im Mittelpunkt der Evaluation der Lernwerkstatt
die folgende Frage:
Welche kognitiven Ta¨tigkeiten der Schu¨lerinnen und Schu¨ler treten
im Rahmen dieser Lernwerkstatt mit integriertem Rechnereinsatz
auf und inwiefern bewirken diese Ta¨tigkeiten, dass im Themen-
bereich
”
Untersuchung ganzrationaler Funktionen“ neben inhaltli-
chen insbesondere auch prozessuale Ziele verfolgt werden?
Zur Beantwortung dieser Frage und um vielfa¨ltige Blickwinkel einbeziehen zu
ko¨nnen, wurden verschiedene Instrumente empirischer Unterrichtsforschung
miteinander verwoben. Tabelle 11.1 gibt einen U¨berblick u¨ber die einzelnen
Teile der Gesamtstudie.
Begleitung eines Kurses Die Lernwerkstatt in 50 Kursen
Schwerpunkt: Qualitative Analyse Schwerpunkt: Quantitative Analyse
Transkriptanalyse einer Unter-
richtssequenz
”
Legespiel“
Ergebnisse des vergleichenden Ab-
schlusstests
Transkriptanalyse einer Unter-
richtssequenz
”
Wendepunkt“
Auswertung der abschließenden
Schu¨lerbefragung
Vergleichende Analyse von Klau-
surlo¨sungen
Vergleichende Auswertung der
Schu¨ler- und Lehrerbefragung
Tabelle 11.1: Die einzelnen Teile der Gesamtstudie
Die Forschungsfrage wurde an Hand von Teilfragen ero¨rtert.
Inwieweit lassen sich die inhaltlichen Ziele des Themen-
bereichs mit Hilfe der Lernwerkstatt erreichen?
Die Ziele der Thematik lassen sich mit dem Einsatz der Lernwerkstatt reali-
sieren. Die Schu¨lerinnen und Schu¨ler ko¨nnen Funktionen hnsichtlich verschie-
dener Kriterien untersuchen (im Einzelnen Nullstellen, Symmetrie, markante
Punkte, Steigung) und wenden diese Kriterien auch flexibel an. Dies la¨sst
sich durch die folgenden Ergebnisse belegen:
• Die im Rahmen der qualitativen Studie aufgenommenen Daten des be-
gleiteten Experimentalkurses weisen darauf hin, dass die inhaltlichen
Ziele, die mit dieser Thematik curricular verbunden sind, erreicht wur-
den. Zu diesen Daten geho¨ren die Plakate zur Pra¨sentation, Auszu¨ge
aus den Schu¨lerheften sowie die Klausurergebnisse des Experimental-
kurses bei der durchgefu¨hrten zentralen Vergleichsklausur in NRW nach
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Abschluss der Lernwerkstatt. Dabei erfordert die Lernwerkstatt nicht
mehr Zeit als eine klassische Unterrichtssequenz zur gleichen Thematik.
• Die Ergebnisse des Abschlusstests im Rahmen der quantitativen Studie
zeigen, dass von außen gestellte Anforderungen in diesem Themenbe-
reich von den Schu¨lerinnen und Schu¨lern, die die Thematik an Hand
der Lernwerkstatt erarbeitet haben, genauso erfu¨llt werden wie von
den Schu¨lerinnen und Schu¨lern der Vergleichsgruppe, die traditionell
unterrichtet wurden.
• Die Befragung der Schu¨lerinnen und Schu¨ler im Anschluss an den
Unterrichtsversuch im Rahmen der quantitativen Studie hat gezeigt,
dass sich die Lernenden fachlich sicher fu¨hlen. Auch wenn diese Selbst-
einscha¨tzung keine objektive Aussage u¨ber die erreichten Ziel zula¨sst,
so rundet diese Selbsteinscha¨tzung doch den Gesamteindruck bezogen
auf die inhaltlichen Mo¨glichkeiten der Lernwerkstatt ab.
• Auch die Lehrenden haben in der abschließenden Befragung formuliert,
dass die inhaltlichen Ziele erreicht wurden und der zeitliche Rahmen
vergleichbar war mit dem, den sie ansonsten bei traditioneller Unter-
richtsweise gebraucht haben.
Entgegen der Befu¨rchtung vieler Lehrpersonen ist also eine solche Gestaltung
des Unterrichts nicht notwendig zeitintensiver als ein traditionell gefu¨hrter
Weg. Der zeito¨konomische Aspekt steht zwar in dieser Studie am Rande,
doch ist er wegen seiner Bedeutung fu¨r die breite Akzeptanz eines solchen
Unterrichtsmaterials im Schulalltag der besonderen Beachtung wert.
Welche kognitiven Ta¨tigkeiten lassen sich im Einzelnen
im Rahmen der Lernwerkstatt beobachten?
Die Erwartung, dass durch die Lernwerkstatt die Schu¨lerinnen und Schu¨ler
in besonderer Weise kognitive Ta¨tigkeiten ausbilden ko¨nnen, hat sich
besta¨tigt. Es sind Ta¨tigkeiten und Fa¨higkeiten in allen fu¨nf Bereichen er-
kennbar. Im Unterschied zu den Vergleichsgruppen lassen sich jedoch bei
den Lernwerkstatt-Kursen besondere Schwerpunkte erkennen.
Schu¨lerinnen und Schu¨ler des Experimentalkurses zeigen eine bessere
Graphen- und Termerkennung im Rahmen der abschließenden Klausur als
die Schu¨lerinen und Schu¨ler der Vergleichsgruppen. Sie sind eher in der La-
ge, flexibel zwischen den Darstellungsarten Term und Graph zu wechseln. So-
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wohl in den Schu¨ler- wie auch in den Lehrerfragebo¨gen wird das Verwenden
der verschiedenen Darstellungsarten als besonders hilfreich hervorgehoben.
Vorherrschender Ta¨tigkeitsbereich in der Lernwerkstatt ist das Analysieren
und Strukturieren. Dies la¨sst sich sowohl aufgrund der Eigenwahrnehmung
der Beteiligten wie der Fremdwahrnehmung aus Forschersicht sagen. Im Rah-
men der Unterrichtsanalysen wird deutlich, dass von den Schu¨lerinnen und
Schu¨lern sowohl Terme, Graphen wie auch verbale Interpretationen vielfach
analysiert werden. Der Freiraum fu¨r die eigensta¨ndige Arbeit in der Lernwerk-
statt zwingt die Schu¨lerinnen und Schu¨ler dazu, selbst Impulse zu weiteren
Schritten im Erkenntnisprozess zu setzen. Gerade diese Impulse entstehen
in erster Linie dadurch, dass das Gegebene detailliert analysiert wird. Dies
wird genutzt, um Sachverhalte neu zu ordnen, sich etwas gegenseitig zu er-
kla¨ren und weitere Belege fu¨r Vermutungen oder Verallgemeinerungen zu
finden. Das Strukturieren von Graphen und Termen erfolgt deutlich sichtbar
und wird genutzt, um Zusammenha¨nge zwischen verschiedenen Aspekten der
Funktionsuntersuchung herzustellen.
Die beobachteten Handlungen der Lernenden sind dabei nicht nur durch die
Aufgabenstellung vorgegeben, sondern werden ha¨ufig kreativ und gestaltend
gesetzt. Dies gilt insbesondere bei den ersten Schritten zur Problemlo¨sung
wie auch bei der Suche nach neuen Wegen, wenn es nicht weitergeht oder bei
der Wahl von Veranschaulichungen zur gegenseitigen Erkla¨rung.
Dabei nutzen die Schu¨lerinnen und Schu¨ler auch metakognitve Strategien,
um die Anforderungen zu bewa¨ltigen. Sie organisieren ihre Arbeit nicht nur
im Mikrobereich einer Aufgabe sondern auch im Makrobereich u¨ber den ge-
samten Zeitraum der Lernwerkstatt. Sie entwickeln individuelle Wege zur
Bewa¨ltigung von Schwierigkeiten, indem sie zum Beispiel zusa¨tzliches Schrift-
werk als Informationsquelle heranziehen, bewusst auf neuen Wegen die Pro-
blemlo¨sung vera¨ndert ansetzen oder im Gespra¨ch zuna¨chst die Schwierigkei-
ten gemeinsam analysieren. Das Reflektieren des eigenen Tuns von einem
ho¨heren Standpunkt aus hilft sowohl als Lo¨sungsstrategie bei Schwierigkei-
ten innerhalb einer Aufgabe (z.B. das Thematisieren der Bezugsgro¨ße, auf
die sich das Wenden im Graphenverlauf beziehen kann) als auch bezogen auf
das bewusste Vergleichen und Verbinden bereits abgeschlossener Aufgaben
unter neuem Blickwinkel.
Gerade die Synopse verschiedener Aspekte und das reflektierende Vernetzen
ist in der Eigenwahrnehmung fu¨r Schu¨lerinnen und Schu¨ler wichtig fu¨r das
Verstehen der inhaltlichen Zusammenha¨nge. Dementsprechend bewerten sie
solche Bausteine der Lernwerkstatt als besonders wichtig fu¨r das eigene Ver-
stehen, bei denen das Vernetzen verschiedener Aspekte angeregt wird. Die
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Wahrnehmung der Lehrerinnen und Lehrer ist hier eine andere. Sie sehen
fu¨r das Verstehen solche Bausteine als wichtig an, die singula¨r Einzelaspekte
fokussieren und bei denen es um explizite Begriffskla¨rung geht.
Die Vielfalt der vollzogenen Ta¨tigkeiten la¨sst sich nicht nur aufgrund der
Außensicht auf den Unterricht bei den analysierten Unterrichtssequenzen er-
kennen, sondern wird auch von den Lernenden und Lehrenden selbst bewusst
wahrgenommen und in der Abschlussbefragung herausgestellt. Insgesamt hat
sich gezeigt, dass die Schu¨lerinnen und Schu¨ler mit ihren kommunikativen
und kognitiven Aktivita¨ten sehr gut in der Lage sind, erkennbare Schritte im
Begriffsbildungsprozess zu vollziehen.
Welche zentralen Vorteile der untersuchten Lernwerk-
statt lassen sich aufgrund der Erkenntnisse herauskri-
stallisieren?
Die wichtigste Grundlage, kognitive Schu¨leraktivita¨ten zu ermo¨glichen, liegt
im Gewa¨hren der freien Arbeit innerhalb der Schu¨lergruppe – frei in dem
Sinne, dass eine sta¨ndige Beobachtung und Kontrolle durch die Lehrper-
son entfa¨llt. Durch die Lernwerkstatt wird insbesondere das informelle Re-
den u¨ber Mathematik gefo¨rdert. Dies wird auch von den Schu¨lerinnen und
Schu¨lern als Vorteil in vielfa¨ltigen Ru¨ckmeldungen bewusst betont. Das hilft
besonders Schu¨lerinnen und Schu¨lern mit einer mittelma¨ßigen bis schlech-
ten Mathematiknote auf dem letzten Zeugnis, die die selbststa¨ndige Arbeit
deutlich positiver bewerten als gute Schu¨lerinnen und Schu¨ler. Dieser wahr-
genommene Vorzug der Lernwerkstatt steht fu¨r Schu¨lerinnen und Schu¨ler
im Konflikt mit dem Wunsch, zu erfahren, ob das, was man tut oder her-
ausgefunden hat, richtig oder falsch ist. Einen a¨hnlichen Zwiespalt sehen
offenbar auch die Lehrenden. Auch sie sehen das informelle Reden als wich-
tig an, 45% der befragten Lehrpersonen a¨ußern gleichzeitig die Befu¨rchtung,
dass sich Fehlvorstellungen einschleifen, wenn sie nicht unmittelbar verbes-
sert werden. Dies ko¨nnte dazu fu¨hren, dass der Raum zum freien Reden u¨ber
Mathematik sehr stark begrenzt wird. Hier wa¨re es zuku¨nftig wichtig, geeig-
nete Wege zu etablieren, die sowohl den Vorzug des freien informellen Redens
gewa¨hren wie auch dem Wunsch nach Besta¨tigung und Kontrolle nachkom-
men. So kann das regelma¨ßige Lesen der Lerntagebu¨cher (z.B. pro Unter-
richtsstunde ein Heft pro Schu¨lergruppe, um den Arbeitsaufwand bewa¨ltigen
zu ko¨nnen) der Lehrperson sowohl einen U¨berblick u¨ber den Arbeitsstand
verschaffen wie auch mo¨gliche Fehlvorstellungen aufdecken helfen und als
Gespra¨chsgrundlage daru¨ber dienen.
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Welche Besonderheiten traten im Umgang mit dem
selbststa¨ndigen Lernen auf?
Insgesamt scheint das Fehlen von Traditionen beim Umgang mit Phasen des
selbststa¨ndigen Lernens fu¨r Lernende und Lehrende das gro¨ßte Problem dar-
zustellen, eine solche Unterrichtssequenz erfolgreich werden zu lassen. Auch
wenn der gro¨ßte Teil der Schu¨lerinnen und Schu¨ler das selbststa¨ndige Arbei-
ten als positiv ansieht, so gibt es doch Schu¨lerinnen und Schu¨ler, die diese
Arbeitsform vehement ablehnen. Sie haben dies bei ihren Ru¨ckmeldungen im
Fragebogen ausgedru¨ckt und teilweise in den freien Anmerkungen (als letz-
tes Item im Fragebogen) konkret begru¨ndet. Dabei wird vor allem mangelnde
Betreuung und Begleitung durch die Lehrperson genannt, was als Ursache
fu¨r den eigenen Leistungsabfall gesehen wird. Dies zeigt, dass die vera¨nderten
Anforderungen sowohl fu¨r Lernende als auch Lehrende bei einer solchen Un-
terrichtsgestaltung enorm und nicht zu unterscha¨tzen sind.
Die Lehrperson muss sich auf sehr verschiedene Arbeitsprozesse einstel-
len, die es zu verfolgen und zu begleiten gilt. Beratung und Ermunterung
sind auf verschiedenen Ebenen spontan zu erteilen. Gefragt ist Moderati-
on und Begleitung statt Vortrag und gelenktem Gespra¨ch. Diese Schritte
sind deutlich weniger planbar als im traditionellen Unterricht, bei dem zu-
mindest der grobe Gedankengang einer Stunde vorher von der Lehrperson
festgelegt und wa¨hrend des Unterrichtsgeschehens gezielt zu beeinflussen ist.
Die vera¨nderten Anforderungen fu¨r Schu¨lerinnen und Schu¨ler beziehen sich
hauptsa¨chlich darauf, dass sie viel sta¨rker angehalten sind, ihren Lernpro-
zess eigenverantwortlich zu gestalten und sich von einer
”
Konsumhaltung“
zu verabschieden. Um in den eigenen Unterricht Phasen des offenen Lernens
zu integrieren, mu¨ssen die ersten Schritte dorthin mit Bedacht erfolgen. Der
reflektierende Austausch zwischen Lernenden und Lehrenden kann hier einen
fu¨r alle tragbaren und erfolgreichen Weg sichern helfen. Wichtig ist, dass die
verschiedenen Rollen in diesem Prozess und die jeweiligen Verantwortlichkei-
ten allen Beteiligten klar und transparent sind.
Welche Bedeutung hat der Einsatz von Computeralge-
bra?
Der Einsatz von Computeralgebra ist fu¨r alle Beteiligten – Lehrende wie Ler-
nende – ein wichtiges, unverzichtbares Element der Lernwerkstatt. Er wird
nicht nur genutzt zum Visualisieren und Berechnen, sondern vor allem auch
zum Verifizieren bzw. Falsifizieren individueller Ideen. Als Beispielgenerator
246 11. RESUMEE UND AUSBLICK
ist er wichtig bei Ta¨tigkeiten des Strukturierens und Analysierens. Zu der ins-
gesamt sehr positiven Sicht von Lehrenden wie Lernenden tra¨gt bei, dass an
der Untersuchung nur solche Kurse beteiligt waren, die von vorne herein den
freien Zugang zu Computeralgebra fu¨r alle Schu¨lerinnen und Schu¨ler zusi-
chern konnten. Dies ist fu¨r einen erfolgreichen Einsatz von Computeralgebra
unbedingt erforderlich, damit Schu¨lerinnen und Schu¨ler sowie Lehrpersonen
mit diesem Medium ausreichend vetraut sind. Bei allen beteiligten Experi-
mentalgruppen war dies der Fall.
11.2 Ausblick
Ausblick auf weitere Forschung
Die Kombination von neuen Unterrichtskonzeptionen und deren wissen-
schaftlicher Evaluation bietet fu¨r Aus- und Fortbildung ein weites Feld an
Mo¨glichkeiten. Ganz im Sinne der Design science kann ein Prozess in Gang
gesetzt werden, der die Ideen der Lernwerkstatt zu verbreiten hilft – in
dem Sinne, dass das vorliegende Material weiter entwickelt wie auch auf
andere Themen u¨bertragen wird. Einen solchen Prozess empfehlen Lagran-
ge/Artigue/Laborde/Trouche (2003, S. 256) in ihrer Meta-Studie zu Fragen
des Technologieeinsatzes im Unterricht. Sie sprechen von einem
”
Drei-Takt-
Motor“, bei dem drei verschiedene Richtungen ineinander greifen und zusam-
men wirken mu¨ssen:
1. Aufgrund innovativer Ideen entstehen neue Unterrichtssituationen (
”
In-
novation“).
2. Vergleichende Studien untersuchen diese Situationen und arbeiten da-
durch das besondere Potenzial heraus (
”
Pionierforschung“).
3. Diese Potenziale sind Inhalt weiterer qualitativer Studien, um den Ein-
fluss auf das Lernen besser zu verstehen oder Langzeiteffekte zu unter-
suchen (
”
Klassische Forschung“).
Die hier vorgestellte Studie kann als Glied in einem solchen Prozess gesehen
werden. Allein die Vielfalt der gesammelten Daten reicht als Basis, um weitere
Fragen potenzieller Anschlussstudien ero¨rtern zu ko¨nnen. Zum Beispiel:
• Welche markanten Aspekte fu¨r den Begriffsbildungsprozess lassen sich
bei den individuellen Formulierungen in den Schu¨lerheften erkennen?
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• Welche prinzipiellen Arbeitsweisen sind im Umgang mit Computeral-
gebra zu beobachten? Ko¨nnen zum Beispiel die fu¨nf prinzipiellen
Arbeitsweisen von Schu¨lerinnen und Schu¨lern verifiziert werden, die
Guin/Trouche (2002) beim Arbeiten mit Computeralgebra beobachten
und klassifizieren konnten – theoriegeleitete, rationale, zufallsorientier-
te, rechnergeleitete und vielseitige Arbeitsweise?
• Welche Strategien nutzen Schu¨lerinnen und Schu¨ler, wenn sie Fehlvor-
stellungen bei sich selbst oder bei Mitschu¨lerinnen und Mitschu¨lern
wahrnehmen?
Daru¨ber hinaus ergeben sich weitere Fragen, die allerdings weitere Datener-
hebungen und weitere Forschungsinstrumente beno¨tigen wu¨rden.
Mit einer Langzeitstudie ko¨nnte man die Frage der Nachhaltigkeit des Ge-
lernten auch u¨ber einen la¨ngeren Zeitraum (zum Beispiel von einem Jahr)
festigen.
Die erkannten Notwendigkeiten und Hindernisse bei der Akzeptanz offenen
Unterrichts werfen die Frage auf, wie Lehrpersonen auf die komplexen Anfor-
derungen eines offenen, rechnerintegrierten Mathematikunterrichts ada¨quat
vorbereitet werden ko¨nnen. So wie bei der Entwicklung von Unterrichtskon-
zeptionen stets Thema, Medium und Unterrichtsmethode als Einheit bedacht
werden mu¨ssen, sollte diese vernetzte Sichtweise auch im Rahmen von Aus-
und Fortbildung tragend sein, um neue Wege in der Synopse von thema-
tischen Schwerpunkten, vera¨nderten Unterrichtsformen und medialer Un-
terstu¨tzung anzuregen. Kern einer entsprechenden Forschung wa¨re dann die
Frage, inwieweit exemplarische Wege wie die Lernwerkstatt gegenwa¨rtigen
und zuku¨nftigen Lehrpersonen helfen ko¨nnen, den eigenen Unterricht zu re-
flektieren und bewusst weiter zu entwickeln. Auch hier wa¨ren Aspekte der
Nachhaltigkeit von großem Interesse. Die Forderung nach einer Aus- und
Fortbildung, die nicht monolithisch einen Teilaspekt von Unterricht (z.B.
den Rechnereinsatz) fokussiert, formuliert auch Burrill (2002) im Bericht zur
Meta-Studie u¨ber Fragen des Einsatzes von
”
Handheld Graphing Technology
in Secondary Mathematics“. Darin heißt es:
The findings indicate that simply providing teachers with infor-
mation about how the technology functions is not likely to result in
effective integration in the classroom. Substantial professional deve-
lopment and support is necessary for teachers to make informed deci-
sions about how to best use handheld technology in their classrooms.
([Burrill 2002], S. i)
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Weiterentwicklung der Unterrichtskonzeption
Im Rahmen des Forschungsprojektes war es wichtig, dass die Unterrichts-
materialien fu¨r alle Lehrpersonen einheitlich zu Grunde gelegt wurden. Je-
doch wu¨rde eine Konzeption, die der einzelnen Lehrperson mehr Freiraum
zur eigenen Gestaltung la¨sst, besser zum Grundanspruch von offenem Un-
terricht passen. Das, was den Schu¨lerinnen und Schu¨lern gewa¨hrt wird –
sich selbststa¨ndig einen Weg durch das Material zu wa¨hlen – mu¨sste auch in
a¨hnlicher Weise Lehrpersonen ero¨ffnet werden. Dazu wa¨re das Unterrichtsma-
terial angemessen weiter zu entwickeln. Statt starrer, fest umrissener Lehrer-
und Schu¨lerhefte wa¨ren einzelne Module sinnvoll, aus denen sich jede Lehr-
person indivdiuell ein passendes Unterrichtsarrangement zusammenstellen
kann. Dadurch erga¨be sich auch die Mo¨glichkeit, das Angebot um weitere
inhaltliche Aspekte zu erweitern, so dass individuelle Schwerpunkte sich im
Unterricht setzen lassen.
Eine solche Form der bewussten Endgestaltung durch die jeweilige Lehr-
person wu¨rde auch dazu beitragen, dass die Lehrperson selbst den Weg
noch intensiver durchdrungen hat und eventuell sta¨rker u¨berzeugt ist. Diese
U¨berzeugung der Lehrperson vom eingeschlagenen Weg ist ein entscheidender
Faktor, ob der Unterricht erfolgreich ist oder nicht.
Ein modularer Aufbau ko¨nnte auch helfen, den Unterricht vor und nach der
Lernwerkstatt zu gestalten. So wa¨re ein zusa¨tzlicher Baustein zum Einstieg
in den Ableitungsbegriff eine sinnvolle Erga¨nzung. Dabei sollten verschiede-
ne Grundvorstellungen zum Ableitungsbegriff (z.B. lineare Approximation,
lokale A¨nderungsrate) einbezogen und der Anwendungsbezug versta¨rkt inte-
griert werden. Im aktuellen Arrangement beschra¨nkt sich der Anwendungsbe-
zug lediglich auf die Rahmung und einzelne Teilaspekte der Lernwerkstatt.
Ein mo¨glicher Weg der Hinfu¨hrung zum Ableitungsbegriff wa¨ren auch die
von Hußmann (2003) vorgeschlagenen intentionalen Probleme zur Differen-
tialrechnung.
Insgesamt hat die Studie gezeigt, dass der vorstrukturierte Weg einer Lern-
werkstatt das Potenzial bietet, dass klare inhaltliche Ziele, konstruktivistische
Anspru¨che von Selbstlernphasen und Integration von Computeralgebra kei-
ne disparaten Anforderungen darstellen, sondern vielmehr als Gesamtheit in
Einklang zu bringen sind. Dieses Gefu¨ge bietet daru¨berhinaus den Vorzug,
dass Schu¨lerinnen und Schu¨ler kognitive Ta¨tigkeiten auf verschiedenen Ebe-
nen vollziehen, um Mathematik in vielfa¨ltiger Weise zu betreiben. Vor allem
hilft eine solche Lernwerkstatt Lehrerinnen und Lehrern, Erfahrungen mit
Phasen offenen, rechnerintegrierten Unterrichtens zu sammeln, um so den
eigenen Handlungsspielraum im Unterricht zu erweitern.
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Anhang A
Materialien aus dem
Lehrerbegleitheft
Zur Bewertung der Arbeit im Rahmen der
Lernwerkstatt
Im Lehrerheft befindet sich ein Klausurvorschlag fu¨r die schriftlichen Be-
wertung (s. Seite 274) nach der Lernwerkstatt. Als Vorbereitung dazu kann
eine schriftliche Lernkontrolle dienen, zu der es ebenfalls im Lehrerheft ein
Beispiel gibt (s. Seite 273).
Die mu¨ndliche Beurteilung sollte sich aus verschiedenen Aspekte zusammen-
setzen. Dazu geho¨ren:
• die allgemeinen Beobachtungen der Lehrperson,
• (evtl.) Pru¨fungsgespra¨che mit der Gruppe wa¨hrend der normalen Grup-
penarbeitszeit
• evtl. den Lernkontrollen
• der Abschlusspra¨sentation (Dabei sollte neben der Schlu¨ssigkeit und
Korrektheit ein eventuell erstelltes Plakat und die Art des Vortrages
mit einbezogen werden.)
Die Bewertungskriterien sollten den Gruppen zu Beginn der Werkstatt mit-
geteilt werden. Dies kann in Form eines Informationsblattes geschehen, wozu
sich ebenfalls eine Vorlage im Lehrerheft befindet.
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Die Mitarbeitsnote fu¨r die Zeit der Lernwerkstatt setzt sich aus zwei Teilno-
ten zusammen - einer Gruppennote und einer Individualnote.
Bewertung der Gruppe: Inhalte: Mathematische Zusammenha¨nge wer-
den schnell erfasst.
• Die Gruppe hat eigene gute Ideen.
• Die Gruppe erarbeitet sich selbststa¨ndig die Inhalte.
• Es werden mehrere Lo¨sungswege beru¨cksichtigt und evtl. verglichen.
• Die Gruppe hat ihre Arbeit zu¨gig erledigt, auch wenn
”
Erholungspau-
sen“ gemacht wurden.
Kooperation:
• Die Gruppe arbeitet gut zusammen. Jedes Mitglied wird mit seinen
Fragen und
”
Nicht-Fragen“ beachtet.
• Die Aufgaben werden besprochen und Lo¨sungen zusammen u¨berlegt.
Organisation:
• Die Zeit ist sinnvoll eingeteilt und alle sorgen dafu¨r, dass die Planung
eingehalten wird.
• Die Gruppe hat Absprachen bzgl. Hausaufgaben getroffen, um so
zu¨giger voran zu kommen.
• Anfallende Aufgaben (z.B.: bei der Vorbereitung der Pra¨sentation) sind
gerecht und sinnvoll aufgeteilt.
Dokumentation:
• Aus der Dokumentation erkennt man gut den Gedankengang der Ar-
beit.
• Das Aufgeschriebene ist inhaltlich richtig.
• Die Gliederung ist sinnvoll.
Pra¨sentation:
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• Die Pra¨sentation ist gut und u¨bersichtlich gegliedert und sachlich kor-
rekt.
• Die Visualisierung unterstu¨tzt das Gesagte sehr gut.
• Man spu¨rt, dass alle Gruppenmitglieder an der Vorbereitung der
Pra¨sentation beteiligt waren und das Thema durchdrungen haben.
• Die Pra¨sentation hat eine
”
eigene Handschrift“.
Bewertung der/s Einzelnen: Grundsa¨tzlich gelten hier a¨hnliche Krite-
rien wie bei der Gruppennote. Insbesondere wird beachtet, welchen Beitrag
der/die Einzelne fu¨r den Gesamtertrag der Gruppe leistet und inwieweit er
sich mitverantwortlich zeigt.
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Technische Hinweise zur Nutzung des Rech-
ners
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Musterblatt fu¨r die Dokumentation
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Merkblatt fu¨r Baustein K
273
Lernkontrolle
1
1Diese Lernkontrolle soll als Vorbereitung zur Klausur gelten.
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Klausurvorschla¨ge
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276 A. MATERIALIEN AUS DEM LEHRERBEGLEITHEFT
Anhang B
Zentrale Vergleichsklausur in
NRW 2003
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Anhang C
Abschließender Vergleichstest
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Anhang D
Fragebo¨gen
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Anhang E
Transkripte
E.1 Transkript zur Video-Sequenz
”
Lege-
spiel“
Es werden folgende Transkriptionszeichen verwendet:
<: sprechen teilweise gleichzeitig
/ bzw. \ Stimme wird gehoben bzw. gesenkt
g e s p e r r t: gedehnt bzw. langsam gesprochen
fett: betont gesprochene Wo¨rter
. .. . . . : Sprechpausen
(Wort): eingeklammerte Wo¨rter sind nicht zweifelsfrei versta¨ndlich
kursiv : Ausdruck, Gestik, Mimik, Handlungen etc.
Die drei Schu¨lerinnen A, U, P und der Schu¨ler C arbeiten an der Aufgaben-
stellung zu Baustein Z –
”
Was geho¨rt zusammen?“ (vgl. 3). Dabei sollen sie
aus 13 vorgegebenen Legeteilen mit jeweils einem Graphen drei Sets heraus-
finden, die jeweils den Graphen zu einer Funktion, deren Ableitungsfunktion
und den Graphen zur zweiten Ableitung darstellen. Es bleiben also letztlich
vier Legeteile u¨brig, die nicht zugeordnet werden ko¨nnen. Als Vorlage gibt es
eine leere 3x3-Tabelle, in die die passenden Sets einsortiert werden ko¨nnen.
U, P und C sitzen nebeneinander am Tisch und haben die Legeteile vor sich
liegen, A sitzt u¨ber Eck neben U und stu¨tzt sich mit dem Ellenbogen auf den
Tisch. Das Transkript beginnt nicht zu Beginn der Aufgabenbearbeitung.
Die Situation: Es wurde noch kein Set erkannt, jedoch wurden die Legeteile
bereits vorsortiert nach dem Grad der zugeho¨rigen Funktionen. Bild E.1 zeigt
die Anordnung der Legeteile zu Beginn des Transkriptes.
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Abbildung E.1: Anordnung der Legeteile bis Zeile 53
P: dass diese drei so zusammen passen zeigt auf K1a, K2 und K3 , zu U gewandt1
U<: ja aber . . . dann nur der Verl . . . zeigt auf K42
P<: Nur dass fallend und steigend nicht. . . \3
U: Ja aber wenn du aber wenn du auf den jetzt hier guckst - zeigt auf K44
P: Wir hatten ja gerade gesagt man kann die nach oben verschieben einfach es geht5
nur um den Verlauf / Es geht nicht unbedingt . . . darum ob6
U<: Ja aber -7
P: . . . ja doch es geht nur um den Verlauf \ guckt U an8
(4 sec)9
U: Ja aber trotzdem . . . auch wenn . . . zeigt auf K4 aber du kannst es ja verschieben10
Schwingbewegung in y-Richtung mit der Hand wie du willst es bleibt immer im11
negativen Bereich zeigt auf K4, x>0 wenn es im negativen Bereich ist \12
P: Ja stimmt die Steigung muss im negativen Bereich sein deswegen13
(3 sec)14
U: Also gucken wir einfach mal weiter ne U schiebt K1a nach oben, P schiebt sie15
zuru¨ck16
E.1. TRANSKRIPT ZUR VIDEO-SEQUENZ
”
LEGESPIEL“ 297
U: Davon zeigt u.a. auf K1 muss ja sowieso nur einer passen17
5 sec – alle gucken auf die Karten; P zeigt auf K1a, A auf K4, U auf K118
P: Der Graph steigt zeigt auf K2 . . . also mu¨sste. . . geht einmal zu K1a und wieder19
zu K220
(2 sec)21
P: Ja hier ist die Steigung im positiven Bereich zeigt auf K 2 mit gerader Bewegung22
in y-Richtung auf jeden Fall . . . im negativen Bereich da / also fa¨llt er23
Gong zum Pausenende der 1. Stunde der Doppelstunde24
U: murmelt, zeigt auf K225
P: nein das sind zwei26
A zeigt auch auf K227
U: Wenn es der ist . . . dann mu¨sste ( )28
P: Nein das ist die zweite29
U: Der ist30
P: Das kann aber auch die erste sein . . . Das ist ja egal. . .31
A ( ) mischt sich ein - murmelt etwas zeigt auf Karten32
A: Das ist stimmt33
(2 sec)34
P: Also wenn in der zweiten Ableitung zeigt auf K2 der Graph im negativen Bereich35
ist, dann muss in der ersten Ableitung der Graph fallend sein36
U<: Der nach der zeigt von K1a auf K2 geht ja schon mal nicht der nach der, weil37
die sind beide steigend zeigt auf K1a und K2 mit gerader Bewegung in y-Richtung -38
dat geht ja schon mal nicht \ P schiebt K1 nach oben39
U: Oh nee /40
U: Hatten wir den da schon ausgemustert / zeigt auf K141
U: Machen wir erst mal weiter verschiebt Teile ohne die grundsa¨tzliche Anordnung zu42
vera¨ndern Den hier zeigt auf K143
U: Da haben wir hier einen Extrempunkt bei . . . / null komma . . . zeigt auf K144
P: Wir ko¨nnen echt . . . mit den Extrempunkten haben wir uns gerade vertan lass uns45
erst mal gucken46
U<: nee das kannst du aber ganz genau sagen \ hier zeigt mit ihrer linken Hand47
auf K1 bei null komma fu¨nf zeigt mit ihrer rechten Hand auf K2 so dann hast du48
hier zeigt mit ihrer linken Hand auf K1 noch mal einen bei eins komma fu¨nf haste49
hier zeigt mit ihrer rechten Hand auf K2 auch . . . und haste einen zeigt mit ihrer50
linken Hand auf K1 . . . da auch zeigt mit ihrer rechten Hand auf K2 bei drei komma51
irgendwas . . . alleine von den Extrempunkten wu¨rde das schon mal passen \ legt52
K1 unter K1a Dann ist der jetzt hier. . . fa¨llt . . . fallend zeigt auf K1 mit gerader53
Bewegung von oben nach unten hier auch fallend zeigt auf K2 mit gerader Bewegung54
von unten nach oben dann ist der da steigend zeigt auf K1 mit gerader Bewegung von55
unten nach oben hier auch steigend zeigt auf K2 mit kreisbogenfo¨rmiger Bewegung56
\ ist der da / zeigt nacheinander auf: K1 K2 K1 K2 . . . so dann fa¨llt der wieder zeigt57
auf K2, x>2 . . . und dann fa¨llt er wieder und dann steigt er zeigt auf K1 mit gerader58
Bewegung nach oben. . . P: Hier wa¨re ein Wendepunkt bei null \ zeigt auf K2, erst59
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Abbildung E.2: Anordnung der Legeteile von Zeile 53 bis 93
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auf Mitte, dann nach rechts und links60
U: wieder das stimmt sogar \61
P: Hier wa¨re ein Wendepunkt und da ein Wendepunkt zeigt auf K2 Also/ . . .62
U<: murmelt ( )63
P: Ganz langsam war zu schnell64
P: Der Graph fa¨llt \ zeigt auf K1 . . . also ist die S t e i g u n g im negativen Bereich65
also ist die . . . er fa¨llt also muss . . . y im negativen Bereich sein bei der zweiten66
Ableitung . . . zeigt auf K267
U: zeigt auch auf K2 ( ) dann is er hier . . .68
P: bei null . . . zeigt auf K2 Genau69
P: Dann steigt er . . . zeigt auf K270
P: Stimmt ja auch . . .71
U: die beiden stimmen . . .72
P: Dann fa¨llt er wieder . . . wobei zeigt nacheinander auf K1 K2 K1 K2 . . . stimmt das73
denn genau hier / is bei . . . zeigt auf K274
P: Ja nee. . . zeigt nacheinander auf K2 K175
U: D a zeigt auf K1 neben Mitte x>0 i s t ein Wendepunkt an dieser Stelle hier76
U zeigt auf K1, P auf K2, ungefa¨hr x>3 und hier ist das Extremum U zeigt auf77
K2 . . . und wieder U+P zeigen auf K1 Extremum und hier U zeigt auf K2 mittlere78
Nullstelle wieder null P wechselt von K2 auf K179
P: Hier steigt er ja wieder zeigt auf K180
U: Hier ist er steigend zeigt auf K1 x>0 und deswegen ist er ja auch hier zeigt auf81
K2 steigend . . . wieder im positiven Bereich82
3 sec83
P: mmh zeigt auf K1 Aber zeigt auf K2 K1 aber der fa¨llt ja hier zeigt auf K2 im84
rechten Teil wieder85
U: Aber er fa¨llt ja hier auch zeigt auf K1, x>2 hier ist er die ganze Zeit fallend U+P86
zeigen auf K1, deswegen ist er U zeigt auf K2 und wechselt auf K1, P bleibt auf K187
P<: Fa¨llt er denn an der gleichen Stelle / zeigt auf K1 Die stimmen auf jeden Fall \88
P schiebt K1a, K 10 und K4 weiter nach oben89
P: Parabel dazu – die dritte Ableitung90
U<:a¨h91
P: m u¨ s s t e ihre . . . hmm . . . Nullstelle bei null komma fu¨nf . . . und zwei komma92
fu¨nf haben . . . Ja P zeigt auf K2 auf N1 N2, U schiebt K3 darunter93
P: Endlich wir haben einen hoffentlich geht er jetzt wieder94
U: Jetzt kann man am besten gleich mit denen hier . . . da haben wir schon gesagt95
. . . die stimmen ja nicht zeigt und nimmt auf einmal die drei nebeneinander liegende96
Karten K5 K5a K797
P: Haben wir den auch ausgeschlossen / zeigt auf K498
U: A¨h . . . schiebt K4 zwischen K10 und K5a So dann hab ich hier a l s o . . . einen bei99
null mu¨sste der bei eins komma neun haben. . . nee/ . . . null bei eins komma neun100
U: . . . so wie hier zeigt auf K5 P: hmmhm \ schiebt K4 zwischen K1a und K5101
P: schieben wir den schon mal102
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Abbildung E.3: Anordnung der Legeteile von Zeile 93 bis 101
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Abbildung E.4: Anordnung der Legeteile von Zeile 101 bis 120
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U: u n d nullzeigt auf K5103
U: Und hier auch noch bei zwei zeigt auf K4 und K5104
U: Gucken wir ob der stimmt und null . . . \ guck mal ob der stimmt zeigt auf K4105
. . . Fallend bis zwei . . . danach wieder fallend bis eins komma neun . . . zeigt auf K5 im106
positiven x-Bereich Ja107
P<: hmmhm \ gerade Bewegung am Graph K4 entlang nach unten ja dann steigt er108
mu¨sste er im positiven Bereich sein . . .109
U: Ja dann steigt zeigt auf K4 . . . dann steigt er . . . mu¨sste er hier schon wieder im110
positiven Bereich sein zeigt auf K5111
P: Dann steigt er112
U: Hier ist er noch fallend ab . . . zeigt auf K5113
P: Bis null komma fu¨nf . . .114
P: Ab null komma fu¨nf mu¨sste er wieder im positiven Bereich sein – ist er aber nicht115
zeigt auf K4 also fa¨llt er weiter116
P: Und die anderen / schiebt K5 ganz nach unten und K5a zwischen K4 und K5117
U: Hier muss er wieder zwei und . . . eins komma neun haben118
P: null haben . . . hat er aber nicht119
P: Ja null haben – hat er nicht P schiebt K5a wieder weg, U schiebt K4 nach oben,120
P: schiebt K7 unter K4121
U: Beim ersten am besten noch auf die Extremstelle gucken122
123
P: Wie auf die Extremstelle \124
U: Hier auf die Extremstellen gucken . . . da u¨berall wo die Steigung 0 ist K4125
U: Das ist hier einmal und hier zeigt auf K4 bei ca. x=-2 und x=1,9126
P: hab ich ja auch gerade127
U: Da kannst du schon mal ungefa¨hr sagen welche u¨berhaupt erstmal in Frage kommen128
dann haben wir jetzt hier P schiebt K4 nach oben rechts, U schiebt K5 nach rechts129
außen in die 2. Reihe130
U: a¨hm . . . also Extremstelle wieder bei eins und bei a¨hm eins komma zeigt auf K7131
P: Warum eins / . . .132
U: minus eins mein ich minus eins und eins komma neun133
P: eins komma neun ja134
U: minus eins und eins komma neun zeigt auf K8 . . .135
P: Wendepunkt bei . . .136
U: Wendepunkt hier zeigt auf K7 Mitte Wendepunkt da zeigt auf K8 Mitte – dat137
stimmt schon mal \138
U: und . . . wie is dat jetzt hier /139
P: Dann ist der . . . muss a¨h . . . die Gerade . . . durch den Scheitelpunkt an sich gehen140
– bei ´ner Geraden bei ´ner Geraden muss. . . also zweite Ableitung is ne Parabel und141
die dritte Ableitung is ne Gerade. . . dann muss die Gerade durch den Scheitelpunkt der142
Parabel gehen . . . eigentlich . . . / guckt zu U . . .143
U: Du kannst ja sagen . . . man kann das ja wieder mit dem gleichen Verfahren gucken144
. . . wir haben jetzt hier . . . ist der is der Scheitelpunkt \ also die Steigung null is hier145
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Abbildung E.5: Anordnung der Legeteile von Zeile 120 bis 130
bei eins a¨h Null komma irgendwas \ zeigt auf K8 dann muss der hier bei Null komma146
zeigt auf K9 irgendwas durchgehen . . . ja der hier . . . du kannst ja sagen, dass das f147
von x ist \ das ist ja egal wenn du sagst das zeigt auf K8 ist f von x . . . dann kannst148
du nach den gleichen Kriterien wieder hierauf schließen zeigt auf K9149
P: Die da wa¨ren /150
U: wieder Extremstellen gucken zeigt auf K8151
U: null komma zeigt auf K9152
A: zwei153
U: null komma zwei oder so meinetwegen . . . also. . . dann gucken wir hier zeigt auf K9154
auch155
P: ja da muss die da auch null sein156
P: da musst du nach mehr Kriterien gucken, als der ( )157
U: Von ´ner Geraden / was sollen wir denn da weiter sagen vielleicht steigend und158
fallend weiß ich auch nicht wonach man da gehen kann \159
P: Auf jeden Fall ko¨nnen wir dann festhalten. . .P schiebt K 7 auf die bereitliegende160
leere Tabelle161
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Abbildung E.6: Anordnung der Legeteile ab Zeile 130
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A: ( ) hier geht es ins Negative rein hier zeigt auf K8 geht´s nach oben und da zeigt162
auf K9 geht´s so lacht163
P: Ja nimmt K7 von der Tabelle zuru¨ck164
U: schnell Das ist richtig \ hier ist fallend Berg Berg fallend zeigt auf K8 den Verlauf165
des Graphen nach fallend fallend steigend zeigt auf K9 steigend steigend ist da . . . im166
negativen Bereich167
P: im negativen Bereich168
U legt K7, K8 und K9 sortiert auf die Tabelle169
P: Hab ich doch gesagt dass wir uns nicht festlegen sollen170
U: a¨hm wieder Extremstelle gucken . . . oder Christian mach du mal \171
P: Jetzt ko¨nnen wir eigentlich vom letzten ausgehen weil der muss es ja sein . . . weil172
es die einzige Gerade ist173
U: Ja aber lass mal Christian machen174
C: Warum soll ich das denn alleine machen /175
A: Sollen wir das zusammen machen /176
C: Jo177
E.2 Materialien zur Video-Sequenz
”
Wende-
punkt“
Transkript
Es werden folgende Transkriptionszeichen verwendet:
<: sprechen teilweise gleichzeitig
/ bzw.
Stimme wird gehoben bzw. gesenkt
g e s p e r r t: gedehnt bzw. langsam gesprochen
fett: betont gesprochene Wo¨rter
. .. . . . : Sprechpausen
(Wort): eingeklammerte Wo¨rter sind nicht zweifelsfrei versta¨ndlich
kursiv : Ausdruck, Gestik, Mimik, Handlungen etc.
S, B, F und L arbeiten an der Aufgabenstellung zu Baustein L –
”
Lange
Leitung“ (vgl. 3). Sie sitzen sich zu zweit gegenu¨ber. B – von der Kamera
aus gesehen links mit Gesicht zur Kamera, blonde Haare L – gegenu¨ber von
B, Ru¨cken zur Kamera S – neben B, dunkle Haare, Gesicht zur Kamera F –
rechts von L, Ru¨cken zur Kamera - kaum zu sehen
B: Ich weiß nicht mehr wie es geht1
L: Soll ich einfach mal in diesem Buch nachgucken – das steht doch da – oder/2
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B: Warte mal . . . Ah er hat´s gemacht – was ich wollte der Rechner3
L: Was denn/ Wie hast du das jetzt – was hast du u¨berhaupt jetzt gemacht/4
B: Ich habe das eingegeben – die y - Werte – ja \5
L: Ja und dann/6
B: Dann bin ich7
L: Wie meinst du das/8
B: Nach hause9
L: Aber du hast die markiert gelassen – ja/10
B: Ja – auf Home11
L: Und dann/12
S: Zu Hause Lacht13
B: Dann hab ich auf F3 · · · und dann14
L: F3 ja/15
B: F3 ja · · · und dann · · · auf dieses erste und dann hab ich Y1 eingeben16
L: Zeig mal B zeigt L den TR17
B: y1 Klammer zu x Klammer zu18
L: Einfach jetzt das da geschrieben/19
B: y1 Klammer zu - ne y1 Klammer auf x Klammer zu Komma x Klammer zu20
L: Was – versteh nicht – wie du das jetzt machst - y/21
B: 1\22
L: Und jetzt einfach/23
B: Was du da gerade geschrieben hast – das ist fu¨r y1 hast du aber y1 gespeichert da24
hingeschrieben25
L: Ja – achso ja Lachen26
B: Ja – dann ist das jetzt y127
L: Ja – hab ich28
B: Dann machst du Klammer auf29
L: Ja30
B: x31
L: Ja32
B: Klammer zu33
L: Achso – schon wieder zu machen34
B: Komma35
L: Wo ist denn das/36
B: x - Klammer zu37
L: Ach schon wieder/38
B: Und jetzt gleich – Enter · · · Tadaa · · · Und jetzt – jetzt machst du wieder das39
gleiche mit F3 – dann schreibst du wieder ... wu¨rde ich jetzt mal mit ANS probieren40
L: F/ – Wie meinst du das mit F3/ – wie meinst du das mit F3 Bitte/41
B: Wieder das gleiche – das gleiche noch mal wie davor und jetzt nimmst du das42
Ergebnis darein und machst dann die naechste Ableitung dadurch43
L: zeigt auf ihren TR Das hier – das Ergebnis hier/44
S: nimmt sich den TR von B Darf ich mal gucken/45
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B: Ich bin doch noch gar nicht so weit guckt S zu46
L: Guck mal bitte – ich gebe jetzt das hier einfach wieder runter – damit ist das47
wieder unten – ja/ Also einfach wieder Enter/48
B: Nein – das mein ich nicht49
L: Ja was meinst denn du dann/50
B: Ich meine Nimmt sich den TR von L das ich das nehme L guckt mit auf TR da51
rein jetzt wenn ich ANS dru¨cke - dann hab ich das wieder bekommen52
L: zynisch Ich sehe alles \53
B: Und dann hast du das nochmal abgeleitet/54
L: Ja toll – ich habe gar nicht gesehen – wie du das gemacht hast\55
B: Ja – ich habe – siehst du doch da ha¨lt L den TR hin ich hab da ANS –56
L: Das kann man doch eigentlich57
B: Komma x und dann hast du das noch mal abgeleitet · · · und jetzt –58
L: Und dann machst du das immer so weiter/59
B: Jetzt kannst du noch mal dru¨cken und dann hast du das glaub ich noch mal60
abgeleitet und noch mal – dann hast du Null Lehnt sich zuru¨ck Ist fertig61
L: Ach so muss man eigentlich nur Enter dru¨cken/62
B: Geil ne/63
L: Geil64
B: Ja Macht weiter65
S: Trinkt etwas und wendet sich zum Nachbartisch Wo seid ihr denn/66
B: Ist mir doch scheißegal wo die sind - so - und fertig Zeigt stolz ihren TR67
S: Hast du einen Graphen/ Nimmt sich TR von B68
B: Ne69
F: B – dann mach das bitte mal scho¨n70
B: Warte ich komm mal zu dir71
B geht zu F72
F: Ja das funktioniert einfach nicht – ich versteh das nicht73
B: Ach so - Das ist jetzt deine Formel74
L: B – ich hab jetzt noch so mal ne Frage/ was bringt mir das jetzt eigentlich wenn75
ich Graphen zeichnen soll/76
F: Ich check den nicht77
B: Du mu¨sstest die du ausgerechnet hast – alle ersten Ableitungen – die mu¨sstest du78
jetzt in den Y-Editor speichern und dann wu¨sstest du wie sie aussehen79
B: x – schreib da hin – dann musst du Enter – warum funktioniert das nicht80
F: Weiß ich nicht81
L: Toll – coole Erkenntnis82
L: Zu F Guck mal das ist jetzt die Zeichnung zu der Formel – das reicht oder wie/83
F: Nein84
L: Warum nicht/85
F: liest ab Und alle ihre Ableitungen86
L: Ja aber wie soll ich denn jetzt so eine Ableitung da reinkriegen – auch in Y alle87
eingeben oder was – och no¨88
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L: Das heißt ich muss mir die jetzt alle raus schreiben/89
B: Scheiße · · · Ne – noch mal - das muss ich jetzt auch noch lo¨schen - F3 das geht90
gerade auch nicht unterschiedlich91
F: Mach mal Clear92
B: OK · · ·93
B: Klappt nicht Warum/94
F: Frag irgendwen – Keine Ahnung95
F: Lo¨sch am besten einfach alles – dann ist der Speicher noch mal frei96
F: guck mal ok nochmal F397
B geht weg98
F: Probiert selber Das finde ich aber nicht nett · · · Ach das ist mir jetzt zu doof99
B: Du schreibst es doch jetzt nicht ab – das ist doch blo¨d100
L: Was mu¨ssen wir denn da jetzt machen/101
B: Ja wir sollen ja jetzt in die Grafik rein nehmen deswegen mu¨sste ich ja alle102
abzeichnen und das geht da nicht so rein103
S: Nimmt sich TR von B Den Graphen – mach mal den da rein104
· · ·105
B: So da ist jetzt der Graph und jetzt sollte der die ganzen Ableitungen mit dem Bild106
zu zeichnen107
L: Guck mal hier das hier – B – Hallo/108
B: Ja – Wie hast du das gemacht/109
L: Ich hab das einfach eingegeben – ich hab das geschafft das ist die Richtige a¨h die110
Erste – dann hast du einfach die Ableitung111
B: Aber das kann doch nicht alle sein112
L: Das ist bei mir Y1 das steht bei mir alles Zeigt B den TR und dann 0.75 das wird113
bei mir sowieso nicht eingezeichnet irgendwie – 0 auch nicht114
B: Doch – das muss doch ´ne Gerade sein115
L: Warum – ja aber Null ist doch auf dem Null Dingsbums – oder nicht/ Weil das ist116
ja Y und so – das kann man ja nicht sehen117
B: da haste recht118
F: Zeigt ihren TR Toll jetzt habe ich auch alles eingezeichnet119
B: Bei dir sieht das alles ganz anders aus - Hast du noch alte Zeichnungen da drin/120
L: Warum sieht das denn bei mir nicht so scho¨n aus/ Zu F Zeig mal bei dir das Y \121
F: Das hier ist die ganz Normale ne – Was hast denn du fu¨r eine Ableitung/122
L: Achso du hast die – die anderen alle – bei mir ist das ja nur die Funktion mit den123
Ableitungen davon124
F: Ja – das hab ich ja auch125
F: Nein – das ist die Ableitung – die Ableitung von der hier126
B: Ja ne – eigentlich die gleiche – das ist dann nur alles geteilt durch 2 a¨h durch 3127
deswegen – alles geteilt durch 3128
L: Mit dem TR ist das alles anders – ja – dann haben wir das ja alles vollkommen129
anders – dann geht das ja so gar nicht Hallo/130
B: Das ist geku¨rzt der TR hat alles geku¨rzt – der hat alles durch drei geteilt131
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L: Aber dann sind es doch trotzdem nachher andere Graphen132
B: Ne133
L: Darum muss man das ja so machen wie da134
B: Nein135
L: Achso ja136
F: Was fu¨r einen Ausschnitt hast du u¨berhaupt da/ Gib mal deinen Ausschnitt137
· · ·138
B: u¨berlegt zusammen mit S und L u¨berlegt mit F139
· · ·140
B steht auf141
· · ·142
B kommt zuru¨ck L: Wieso sah man die denn dann eben alle gar nicht auch nicht in143
dem kleinen Ausschnitt\ Weißt du was ich meine/144
L: Ja B – das lag an der Auflo¨sung – hast recht\145
· · ·146
F: A¨hm jetzt hier mit der Tabelle da unten147
L: A¨h halt mu¨ssen wir da jetzt nicht was ins Heft machen/148
S: Mu¨ssen wir jetzt dazu auch immer so ein Protokoll schreiben/149
F: Ja150
S: Wie denn/151
F: Wie denn/152
F: Keine Ahnung – das machen wir zu Hause jetzt machen wir erst mal die Lo¨sung –153
dann ist das unsere Hausaufgabe – Protokoll daru¨ber schreiben154
L: Schreiben kann man alleine Lo¨sungen kann man besser zusammen machen155
F: Ja hier die Zusammenha¨nge zwischen dem Graphen und der Funktion156
B: Lass mich mal eben das eine fertig machen157
Machen wir das auch noch zu Hause mit den anderen beiden g(x) und h(x) weil wir158
haben das mit f(x) gemacht159
F: Ja schon aber /160
B: Ja schon – aber/161
F: kannst mal machen, dann guck ich das andere nach liest vor Informieren Sie sich162
daru¨ber, was man unter einem Wendepunkt versteht163
F: schla¨gt im Buch nach164
F: Der Wendepunkt ist der Punkt in dem die Steigung · · · sich wendet165
L: Guckt in die Kamera Oh nein – der guckt mich an lacht166
F: Bin ich froh dass du davor sitzt167
Lachen168
F: · · · hier Extrempunkte · · · da Wendepunkte169
B: Ko¨nnen Sie mir mal helfen/ (Zu Kamerafrau)170
B: Wenn ich jetzt hier die ganzen Ableitungen ausgerechnet habe – kann ich die171
irgendwie in diesen y-Editor ru¨berbringen – dann ha¨tte ich die volle Zeichnung172
K: ko¨nnen sie · · · (wird unversta¨ndlich)173
L lacht wegen der Kamera174
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S: was meinst du denn hier mit/175
L: Was/176
S: das hier177
(Zeit: 13 20)178
L erkla¨rt B179
L: Was hast du rausgekriegt/ Wie macht man das/180
B: indem du die nimmst die Funktion anklickst –181
L: Was anklickst/182
B: Ja du nimmst das da runter so dann schreibst du da y5(x) und dann183
L: Warte mal ich probier das gerade mal mit irgend so einer aus weil ich ja –184
B: Das ist Y5 und dann wo du noch Platz hast und Klammer von x und dann185
· · · B: Die musst du dann einfach die ist dann einfach da dru¨ben wenn du dir dann186
y-Editor anguckst dann ist der markiert dru¨ben187
L: Nimmt sich TR Darf ich mal gucken – warte mal ich komm mal zu deiner Seite188
L stellt sich neben B)189
B: Hier hier gibst du 0 ein190
L: Wo hast du die/191
B: Hier von da oben habe ich die192
L: Wie – was willst du damit/193
B: Die habe ich hier ru¨ber getan194
L: Achso ja jetzt ist OK \195
B: Also ich habe die 0 angeklickt196
L: Ja197
B: Haben wir irgendwas eingegeben Da nimmst · · ·198
L: Warte – warte – Da muss ich das hier wieder raus lo¨schen199
B: Jetzt hast du doch hier das Falsche gelo¨scht200
L: Nein201
B: Das war das Falsche202
L: Nein das war richtig203
B: Nein das war falsch204
L: Werden wir ja sehen205
B: OK da schreibst du halt – auf welchem Teil mo¨chtest du das rechnen 8 – 6 oder 7/206
L: 5 – ne haben wir schon – 6207
B: Enter und jetzt das bei · · · ach ne ist das Falsche weil das hast du da schon – so208
aber du wolltest mir ja nicht glauben209
L: Nein ich hab da nur eben – ich hab gedacht du ha¨ttest das von hieraus irgendwie210
gemacht ja – und dann hab irgend so eine reingegeben und dann hast du – weil die211
haben wir doch schon da alle eingegeben selber212
B: Ja – ich ha¨tte –213
L: Ja das kann ich doch214
B: Ja ist gut215
L geht wieder an ihren Platz zuru¨ck216
· · ·217
E.2. MATERIALIEN ZUR VIDEO-SEQUENZ
”
WENDEPUNKT“ 311
F: guckt ins Arbeitsheft mit dem Wendepunkt nee/218
L: Was fu¨r´n Wendepunkt /219
F: liest vor aus dem Arbeitsheft Informieren Sie sich, was man unter einem Wende-220
punkt versteht221
L,S: Ja222
F: Ja hier in dem Buch liest aus dem Schroedel-Buch und zeigt auf die Graphen223
(Abbildung E.7) steht was man unter einem Wendepunkt versteht224
Abbildung E.7: S.192 in [Griesel/Postel 1999]
225
S;L: Ja226
F: – also ein Wendepunkt ist auch ein Sattelpunkt \227
B: Mei wie scho¨n (· · · ) guckt auf TR-Bildschirm und zeigt ihn dann zu F228
F: zu B und guckt auf deren Rechner Jaaa, jetzt sieht´s gleich aus229
L: zu F Oder ein Hoch- und Tiefpunkt230
F: zu L Nein Hoch- und Tiefpunkt ist was anderes · · · Sattelpunkt231
S: zu B wa¨hrend sie B´s Rechner in der Hand ha¨lt und betrachtet ist das Funktion/· · ·232
F: Nein · · ·233
L: zu F Ja hab´ jetzt hab ich es ja gesehen234
L: Och · · ·235
F: Ja Mensch· · ·236
F: Und aber das ist genauso wie bei den Hoch- und Tiefpunkten dass da an der Stelle237
die Steigung oder die 1. Ableitung also die – also Steigung null ist238
B: Ja239
S: Ja240
L: guckt zu B Ja241
L: Tangente gleich null also m t null242
B: · · · bei dem Wendepunkt ist es wie bei den243
F: Das da an der Stelle die a¨hm244
B: Ja245
F: die Steigung 0 ist246
S: habe meinen Bleistift verloren ...247
B: Ah – jetzt das ist da wo248
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L<: Dann ist das dann hier zeigt auf einen Punkt auf ihrem Rechnerbild249
B<: setzt fort das halt da wo von einer Rechtskurve in eine Linkskurve u¨bergeht250
S: Ja251
F: Ja genau252
L: Ja253
L: wenn ich jetzt finden wu¨rde, wo das hier nochmal war guckt auf ihren Rechner,254
zeigt auf einen Punkt und lehnt sich zuru¨ck · · · zu F hier war das doch/255
S: sollen wir das da aufschreiben/256
L: guckt auf ihren Rechner dann ist das ja mal da tief und mal hoch nee \ Zeigt im257
Heft258
L: Dann isses doch bei der hier / zu F guck mal bei der hier dann da/ und259
L: Nein nee/260
F: Nein nicht da oben\ da oben ist der Hochpunkt261
L: Ja aber das geht doch da noch weiter oder nicht262
· · ·263
F stockt und guckt ins Buch264
L: Das hier ist doch so ein Sattelpunkt – da und da oder nicht/ so ein Wendepunkt265
da geht es wieder runter und da wieder hoch macht U-fo¨rmige Handbewegung am266
Rechner, stockt am unteren Minimum267
B: Das ist so wie bei der einen Aufgabe die wir gemacht haben – da mit der268
Produktion (vgl. Abbildung E.8) da war das ja auch so –269
F: Ja - da war es so
Abbildung E.8: Produktionsaufgabe aus dem vorherigen Unterricht
270
B: da war es ja auch so ein Wendepunkt weil das auch ja auch nur einer war271
L: Ja – ok272
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· · ·273
Zeit: 1819274
F: diktiert – alle schreiben Definition, nee Quatsch nicht Definition · · · Ein Wende-275
punkt · · · auch Sattelpunkt genannt · · · wird ermittelt indem man die Steigung der276
Funktion oder erste Ableitung Gong fu¨rs Stundenende gleich Null setzt \ An dem277
Wendepunkt · · · a¨hm wechselt die – Weiß jetzt nicht wie ich das formulieren soll278
– wie kann man das scho¨ner formulieren das steht nicht da – B – du hast es eben279
gesagt/280
B: Kru¨mmung der Funktion von rechts nach links zeichnet mit dem linken Arm eine281
Bewegung von rechts nach links282
F: Du dru¨ckst das sehr mathematisch aus\283
B: Die hat gesagt – wir sollen das so ausdru¨cken – dass wir das verstehen ko¨nnen\284
S: Ko¨nnen wir nicht einfach sagen die Richtung – weil von rechts nach links stimmt285
ja nicht – kann ja auch andersrum sein286
F: Das war ja nur ein Beispiel von links nach rechts\287
F: So wir haben Pause warum melden die sich dann nicht/ Keiner hat die Klingel288
geho¨rt – außer mir289
L: Doch – ich hab es geho¨rt290
S: Ich auch291
· · ·292
S: Wollen wir hierzu auch ein Protokoll schreiben – haben die anderen alle gemacht\293
F: Ja echt/294
S: Wer weiß – vielleicht ko¨nnen wir ja Nicole fragen295
F: Wem geho¨rt denn das Blatt hier/296
S: Mir297
F: Kannst du das mal wieder wegtun – damit ich meine Aufgaben sehe298
S: Ne – kannst du vergessen299
F: Ich find das so doof was wir hier u n t e n machen sollen – den Grad der Funktion300
– MaxAnzahl Nullstellen – MaxAnzahl Extrempunkte – MaxAnzahl Wendepunkte301
S: Ja aber - woher weiß man das denn/302
F: Ja weiß ich eben auch nicht303
L: Aber das mit dem Grad das ist hier304
F: Was ist u¨berhaupt Potenz/305
· · ·306
L: Ja – guckt mal hier – was ist denn so eine x Potenz – weißt du das/307
B: Guckt in die Kamera – dann zu S Ich fu¨hl mich so beobachtet308
F: Eine x-Potenz309
L: Ich weiß nicht was eine x-Potenz ist310
· · ·311
S: · · · dein T-Shirt ist dreckig312
· · ·313
S: Ruft nach der Lehrerin Frau· · ·314
S: Und jetzt/315
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B: Ich bin noch nicht ganz fertig– ich bin so langsam316
F: Ist die ho¨chste vorkommende x-Potenz317
B: He – warte ich habe da irgendwie raus – dass das nur –318
L: Guck mal wenn da x hoch 4 steht ist das vierten Grades und wenn da x hoch 2319
steht ist das zweiten Grades320
S: Ja321
F: Ja toll322
Zeit: 22 37323
L: Damit haben wir das schon mal mit dem Grad gekla¨rt – Grad eins der Funktion –324
dann musst du die erste Ableitungsfunktion da hinschreiben · · ·325
F: ok Ich wu¨rde einfach mal weiter lesen326
L: Das ist gar nicht die 1. Ableitung327
S: Hat noch jemand ein kariertes Blatt fu¨r mich/328
L: Vielleicht kannst du das Blatt mal umdrehen\329
S: Was/ – ich schreibe nicht auf Ru¨ckseiten · · ·330
F: Du schreibst das doch nachher noch mal scho¨n/ Oder nicht/ Du bist eine331
Verschwenderin332
S: Zu B Machst du auch nicht333
B: No¨ – mach ich auch nicht334
F: Ja dann machen wir doch so eine Wertetabelle335
S: Sollen wir die so la¨ngs machen – vielleicht ist das praktischer – weil man muss ja336
auch noch die Funktion da hinschreiben337
L: Ko¨nnen wir nicht mal – Hallo – Die Fu¨nf-Minutenpause haben wir nicht mehr oder338
was/339
S: Ne – kannst du knicken \340
B: Ne– das muss nicht– man sieht dann – wie wir faulenzen341
Lehrerin kommt dazu342
F: Kann man da auch raus schneiden343
Zeit: 2410344
Gong345
B: Welche sollen wir jetzt nehmen/346
S: Du musst alle nehmen – oder/347
F: Eigentlich sollte man eventuell die Funktion dazu schreiben348
B: Ja welche denn/349
F: Die drei350
B: Die drei – mit den drei das machen351
S: Welche drei – die oberen drei oder unteren drei352
F: Die unteren drei353
S: Sicher/354
F: Ja355
L: Ja doch – weil das ist bestimmt scho¨ner356
B: Macht viel mehr Spaß357
S: Ja bestimmt358
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B: Ja – ich schreib auch heute mal auf der Ru¨ckseite – weil ich kein Blatt habe und359
ich auch nicht schnorren will360
F: Ich will das Blatt wieder haben361
S: Ich gebe dir auch die Bla¨tter wieder – ja – das sind schon zwei362
L: Das ist ein Ordner – da wu¨rde ich nicht Nein sagen363
F: Ne – ich mo¨chte ganz bestimmt kein Blatt von dir wieder haben364
· · ·365
B: riecht dann nach Knoblauch366
S: Das passt auch nicht mehr367
B: Das sind doch nur drei Stu¨ck368
Alle zeichnen Tabellen369
L: Wieso ko¨nnen wir eigentlich nicht mal so ne leise Musik nebenbei ho¨ren – das370
fa¨nde ich ja mal cool oder nicht/371
S: Natu¨rlich372
L: Ich mein weil wir arbeiten ja trotzdem · · · sehr diszipliniert373
F: Also Grad der Funktion: Das erste ist eine Funktion 3. Grades – die zweite auch374
und die dritte ist ne Funktion 4. Grades375
B: Genau376
L: Wie schreiben wir das auf/ Also wir schreiben Grad der Funktion - f(x) = 0.125 x377
hoch378
Alle zeichnen und schreiben379
Zeit: 2616380
B: Ich kann nicht schreiben381
S: B – kriegen wir morgen die Bio-Arbeit wieder/382
B: Das find ich irgendwie blo¨d - Kann ich vielleicht doch ein neues Blatt haben/383
F gibt ihr eins384
L: Solinger weißte – typisch385
S: Keine Diskriminierungen bitte386
L: Zu F Ja weißt du wie die fahren – Auto fahren – das ist so a¨tzend387
L: Solinger Autofahrer sind die schlimmsten388
S: Guck dir mal Leute an – die aus Mettmann kommen389
L: Ja – Mettmanner Menschen sehe ich nicht so oft – aber trotzdem sind Solinger390
einfach nur u¨bel391
S: Ich wollte wissen ob man hierzu – da muss man doch eigentlich nur392
Lehrerin geht zu S393
S: A¨hm – da muss man ja immer nur wahr oder falsch hinschreiben. Sollen wir dann394
trotzdem so ein Protokoll dazu machen/395
Le: Was ko¨nnte man denn da hinschreiben in so ein Protokoll/396
S: Ja weiß ich auch nicht397
B: Dass das eine wahr war und das andere falsch war398
S: Dann mu¨sste man ja auch wieder die Graphen abzeichnen399
B: No¨ – das finde ich einfach unno¨tig400
Le: Man ko¨nnte auch begru¨nden – warum man sich dafu¨r entschieden hat – also die401
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Graphen sind ja schnell gemacht402
L: Aber da jetzt –403
B: Das sind zu viele – voll viele und total unno¨tig404
Le: Ja – das weißt du doch noch nicht ob das total unno¨tig ist.405
B: Doch406
L: Aber ich wu¨rde wirklich sagen – das ins Heft zu machen ist echt viel Arbeit · · · –407
da wu¨rde ich lieber weiterarbeiten408
Le: Ihr ko¨nntet das ja auch aufteilen – dass ihr z.B. sagt also die gehen z.B. hin und409
teilen die Dokumentation auf – besprechen sie gemeinsam und einer erstellt sie · · ·410
L: Ja – das geht auch411
Le: Ko¨nnt ihr ja mal fu¨r euch u¨berlegen – wie ihr euch das einteilt412
S: Ja413
B: Gut414
Lehrerin geht wieder weg B: Wir dokumentieren die erst – wenn wir 4 Aufgaben jeweils415
fertig haben - dann kann jeder eine Seite – also so einen Baustein dokumentieren und416
dann kopieren wir die einfach nur und fertig ist es417
· · ·418
S: Wir sind toll - Ich wu¨rde gerne den hier dokumentieren weil den habe ich verstanden419
F: Zeigt B ihren TR Guck mal – da ist so ein komisches Zeichen/ X gleich Minus420
irgendwas421
B: Das ist unendlich422
L: Was denn – zeig mal423
F: Hat unendlich viele Hochpunkt und Tiefpunkt/424
L: Hallo425
B: Ich weiß nicht – fu¨r mich ist dieses Zeichen unendlich – aber ich bin mir da nicht426
so sicher427
L: Aber das ist doch das mit der liegenden Acht – ne/428
S: Die liegende Acht – ja429
B: Ja – die liegende Acht ist doch unendlich – oder/430
F: Mal ne andere Frage – wie rechnet man die Extrempunkte aus mit dem TR/431
B: Das sind doch die Extrempunkte432
F: Bei mir steht nur fmin oder fmax433
B: Ne – die gehen ja unendlich nach oben und unten434
F: Also gibt es keine435
B: Doch Extrempunkte sind ja diese Hoch- und Tiefpunkte436
F: Ja – das will ich ja437
B: Die berechnest du auch mit m(t) = 0438
F: Ja ja – aber mit TR439
L: Guck mal B –440
B: das ist doch ganz logisch die –441
B: Ja/442
L: M a x i m a l e A n z a h l d e r N u l l s t e l l e n - was meinen die eigentlich mit443
maximal/444
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B: Ja eine Funktion 3. Grades kann ja maximal drei Nullstellen haben445
F: Wieviele Nullstellen/446
L: Ach so meinen die das/447
B: Und eine Funktion 5. Grades448
S: hat fu¨nf NS449
B: Deswegen mu¨ssen wir auch gar nicht die Funktion dazu schreiben – sondern450
einfach nur schreiben: Eine Funktion 1. Grades kann maximal so viele Nullstellen451
haben – maximal so viele Extrempunkte – und so viele Wendepunkte452
F: Ah453
B: Haaa/454
S: Super455
F: Tadaa\456
L: Bei den beiden ist das immer das Gleiche – d.h. maximal drei Nullstellen457
B: Wo haben wir das aufgeschrieben/458
L: Hallo/459
F: War das mein Geodreieck/460
L: Ja – vielleicht461
· · ·462
L: Also hier- Hallo/463
S: Woher kriege ich das raus/464
Zeit: 3111465
B: Leute wenn wir jetzt anfangen466
L: Hallo – ich muss jetzt doch einfach hier nur hinschreiben also ich muss nur noch467
mal nachfragen – ob das auch richtig ist - maximal drei Nullstellen und max468
B: zwei469
L: Wieso Extrempunkte – was ist das u¨berhaupt/470
B: Extrempunkte sind das wo diese Wendepunkte sind macht eine Handbewegung wie471
Buchstabe M472
L: Achso – da wo das am ho¨chsten ist oder was/473
F: zu B Nein – eben nicht die Wendepunkte \474
B: Ne – nicht die Wendepunkte zeigt mit dem linken Arm erst ganz hoch dann ganz475
runter476
S: der Punkt, wo es am ho¨chsten und am tiefsten ist macht Handbewegung extrem477
nach oben und extrem nach unten und malt auf den Tisch und stockt478
B: der hoch und am tiefsten ist, nicht Wendepunkte das ist ja bei dem hier der Fall479
malt auf den Tisch, Bewegung von Hoch- und Tiefpunkt, dabei stockt sie480
S: Dann kann es ja nur zwei haben oder immer · · · oder nicht/481
B: Ja aber das sind doch auch automatisch rechts – bei gleichzeitiger Handbewegung482
eines Hochpunktes, stockt483
F: Ja – aber was die gemeinsam haben – ist dass a¨hm die Steigung da Null ist484
B: Ja wie – wie rechne ich jetzt das eine aus und das andere aus – das ist doch485
eigentlich das Gleiche486
F: Ja das ist hier die große Frage/487
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B lacht488
F: Das ist doch erkla¨rt – an den Stellen, wo die a¨hm die erste Ableitung – blablabla –489
blabla F schla¨gt im Buch nach490
F: Ich hab´ die Seite verschlagen491
L: macht F nach blablabla492
F: Ich hab´ die Seite verloren F findet die entsprechende Seite und reicht sie zu B,493
Verweis auf Abbildung E.7 Jede liest im Heft oder Buch494
L: Bei der X hoch vier sind das maximal vier Nullstellen – oder/ vier Nullstellen oder495
nicht/496
B: zu F Ja – Hochpunkt und Tiefpunkt497
F: zu B Ja und Wendepunkte498
L: Ich find das blo¨d – dass mir keiner hier ne Antwort gibt - maximal vier Nullstellen499
hier bei der letzten – weil das ist ja X hoch vier ist/500
F: Ja – aber wir sollen das doch jetzt allgemein machen501
B: Ersten Grades zweiten Grades dritten Grades502
F: Das kannst du ja dann ins unendliche fortsetzen – mit 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12503
13504
L: X hoch zehn – rechnet das irgendwer/505
F: Bis sechs reicht es reicht nicht schon bis vier506
B: Das wendet doch da auch von einer Rechts- in eine Linkskurve – also muss es doch507
da ein Sattelpunkt sein – zeigt auf Abbildung E.9508
F: Nee
Abbildung E.9: Grafik aus dem Schulbuch [Griesel/Postel 1999], S.192
509
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B: Das mit der Rechts- oder Linkskurve ist eh Scheiße – was wir erza¨hlt haben510
B: Das ist doch nur da so – aber da ist es· · ·511
L: Wie bei Formel Eins ne/ – erst nach rechts dann nach links512
S: Es wechselt doch einfach mal die Richtung513
B: Ja wie auch immer das mit den Kurven und dem Wechsel – das ist514
B: Aber das wa¨re ja hier auch so von den Kurven da wechselt es ja auch zeigt ins515
Buch auf Abbildung E.7516
L: Was u¨berlegst du eigentlich gerade – ich versteh das irgendwie gar nicht517
B: zum Beispiel das – was hier an diesem Punkt hier ist518
L: Ja – das ist der Schnittpunkt mit der y-Achse519
B: Genau – und wie ist denn dort die Tangentensteigung/520
F: Gibt es u¨berhaupt ´ne Funktion 1. Grades/521
L: Ja die Tangentensteigung hier – Hallo – Ho¨rst du mir mal zu bitte – die mu¨sste522
doch eigentlich hier so anliegen – oder nicht/523
B: Dann wu¨rde die genau da lang gehen – dann wa¨re da ja keine T a n g e n t e mehr524
L: Warum/525
B: Weil eine Tangente das ja nur in einem Punkt beru¨hren darf526
L: Nee muss nicht sein – kann auch mehrere Punkte beru¨hren527
Zeit: 3415528
B: Ne – dann ist es keine Tangente mehr529
L: Doch530
B: Nein – dann ist es eine Sekante531
L: Aber die Frau532
B: Aber die kann die auch durchstoßen533
L: Ja dann durchsto¨ßt du die halt534
S: Wenn du eine Parabel hast – dann ist hier ein Punkt – dann kann die so dadurch535
gehen – dann beru¨hrt die die aber nicht mehr536
B: Zum Beispiel hier durchsto¨ßt die die hier und ob das halt bei der fu¨nf auch so wa¨re537
· · ·538
L: Wenn du die so anlegst – dann kann die die nur an einem Punkt durchstoßen und539
dann ist das ja nur hier540
B: Dann durchsto¨ßt du die doch nicht – du kannst die so durchstoßen oder so541
durchstoßen542
L: Warum nicht/ So auch543
B: Weil – es geht doch nicht um den – es geht um Punkt fu¨nf544
B und L zeigen im Buch auf einen Graphen545
L: Ja aber die geht doch dann da rein546
B: Die darf die doch nur in dem Punkt beru¨hren547
S: Ich weiß es nicht548
L: Ja machst du die halt so von da unten irgendwie so549
S: Wie kriegt man diese Extrempunkte raus und die Wendepunkte /550
L: Ich weiß noch nicht mal – was so ein Extrempunkt ist – ist das jetzt so ein551
Hochpunkt und Tiefpunkt/ Ja,nee/552
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S: Ja\553
B: Ich wollt zum Beispiel wissen, ob das da zeigt auf den Graphen Abbildung E.9554
S: jaha555
B: Das ist zum Beispiel da ein Wendepunkt weil das von d e r Kurve zeigt mit dem556
Stift am Graphen in Abbildung E.9 einen Bogen um den Hochpunkt in d i e Kurve557
zeigt mit dem Stift am Graphen einen Bogen um den Tiefpunkt u¨bergeht – ne/558
F: Ich weiß u¨berhaupt nicht warum du damit ein Problem hast559
B: Aber da ist die Steigung ja gar nicht Null560
S: Das stimmt aber ich finde auch eher – dass Wendepunkte· · ·561
B: sind das und das zeigt am Graphen in Abbildung E.9 auf die beiden Extrempunkte562
F: Ne der Wendepunkt ist da\563
B: Ja – das meine ich ja – aber da ist ja564
S: Nein – das ist kein Wendepunkt – ab da zeigt auf den Hochpunkt wechselt es ja565
die Richtung und da zeigt auf den Tiefpunkt566
B: Da zeigt auf den Hochpunkt wechselt es einmal da oben – aber ab da zeigt auf567
den Wendepunkt wechselt es doch auch568
S: Nein569
B: Natu¨rlich von d e r Kurve zeigt mit dem Stift am Graphen in Abbildung E.9 einen570
Bogen um den Hochpunkt in d i e Kurve zeigt einen Bogen um den Tiefpunkt571
F: Ja572
S: Nein – das ist h i e r zeigt auf den Hochpunkt573
B: Das ist doch so – als wenn er so fa¨hrt zeigt Bogen um den Hochpunkt bis zum574
Wendepunkt und dann fa¨hrt er nach dort zeigt ab dem Wendepunkt Bogen um den575
Tiefpunkt – eine Kurve nach dort – eine nach hier576
S: Hier so – wenn es nach da zeigt auf Hochpunkt wechselt geht es runter und da577
zeigt auf Tiefpunkt geht es wieder hoch578
B: Aber es geht ja da - wenn du es ganz extrem darstellst geht es so und dann wieder579
so – dann ist es dieser hier580
L: Soll ich dir mal ein anderes Mathe-Buch holen/581
B: Ja582
L: Welches ha¨ttest du denn gerne/583
B: Weiß ich nicht584
F: Das Cornelsen Ding585
B: Ich mo¨chte das haben was dazu passt – auch mit dem LS drauf586
F: Das Cornelsen587
B: Nein – das andere588
L: Steht auf Ich bring euch beide589
B: Ja dann halt nicht – aber das sieht passend dazu aus590
L ha¨lt B beide Bu¨cher hin – B nimmt das Klett Buch mit LS591
L: Das ist das Klett592
B: Ja ich wollte ja auch das Klett haben593
L nimmt Cornelsen-Buch594
B: Hier595
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S: Extremstellen596
B: Ich habe das auf einen Griff aufgeschlagen – das ist mir sympathisch597
S: Das sind die · · · zeigt auf die beiden Extremstellen im oberen Graphen von598
Abbildung E.10)599
B: Ah · · · guck mal da sieht man´s auch, dass es nicht da ist zeigt auf den
Abbildung E.10: Grafik aus dem Schulbuch [Baum u.a. 2000], S.138
600
Sattelpunkt im mittleren Graphen von Abbildung E.10)601
S: Ja · · · weil das doch · · ·602
B: Ja, weil da von ´ner Rechts- in ´ne Linkskurve u¨bergeht603
S: N E I N604
B: Ok – dann ist es nicht so – dann hat es auch nur die beiden Punkte ok605
S: Man mann mann ich hab mal was gegen Britta in Mathe richtig606
Zeit: 3728607
S: Mo¨chtest du das beschlagnahmen/608
B: Ne – ich bring das gleich wieder zuru¨ck609
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L: Ja aber B hat’s doch schon rausgefunden610
F: Das sieht ja geil aus – Steffi hatte recht - so krass so hoch/611
L: Ja aber guck mal612
L gibt Buch zu S L: Ihr konntet das gar nicht nachvollziehen613
S: Super614
B: Da unten kommt das raus mit Null615
L: Wo die erste Null616
B: Ich brauch das nicht617
L nimmt sich Buch von B und bringt beide Bu¨cher weg618
S: Ja null - ist das u¨berall Null/619
B: Ich will das eben gucken Zu F Wir ko¨nnen doch einfach eine da eingeben620
F: Ja – das tue ich ja621
B: Also – wir machen das jetzt erst fu¨r sechs/622
F tippt in TR ein623
Zeit: 3846624
L zeigt auf die 0 in der 1.Zeile und 3.Spalte:625
L: Warum Null/626
B: Weil es eine Gerade ist\627
L: Aha628
B: Und der Extrempunkt ist ja automatisch Wendepunkt – oder /629
S: Nur einen Extrempunkt – weil es eine Parabel ist630
B: Und auch einen Wendepunkt631
S: X hoch drei ist so Zeichnet in der Luft Form des Graphen zu x3632
B: Die hoch drei hat drei Nullstellen maximal – zwei Extrempunkte633
L: Und zwei Wendepunkte –634
L: Ne . . . einen Wendepunkt\635
B: Ne – zwei - der oben und der unten636
L: Ich dachte die hat nur einen Wendepunkt637
B: Ne – das war ja falsch. S hatte Recht – dass da oben ist ein Wendepunkt – bei der638
fu¨nf war u¨berhaupt gar nix639
L: Also sind das doch zwei/640
· · ·641
L: Also sind das bei der Vier drei - dann kann man das doch einfach so runter642
schreiben – oder nicht/643
Alle vier fu¨llen die Tabellen in den Heften aus644
B: Ja645
F: Zeigt Rechner mit dem Graphen zu x3 Wo habt ihr denn da bitte scho¨n zwei646
Wendepunkte oder zwei Extrempunkte - hat die na¨mlich gar nicht/647
B: Ja aber maximale Anzahl - die ist ja auch blo¨d648
L: Ja – das wundert mich auch schon649
B: Die ist ja blo¨d das Beispiel650
F: Das ist aber X hoch drei die hat keine zwei Hoch- oder Tiefpunkte651
B: Ja – die hat ja auch keine zwei Nullstellen gedehnt652
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F: Aber ihr habt ja gemeint: 1 – 2 – 3 – 4 – 5 und so weiter653
B: Ja die maximale Anzahl654
F: Ne655
B: Doch656
· · ·657
B: Ko¨nnen wir das nicht mal eben so -658
F: Ja – das geht nicht – die hat na¨mlich keine -659
L: Aber maximale Anzahl . . . dann rechnen wir ja allgemein660
· · ·661
F:Allgemeine X hoch drei - Funktion 3. Grades662
B: Ja – aber die - normalerweise ist das einfach eine Schla¨gt im Buch nach Wo war663
das denn auf welcher Seite mit den Extrempunkt/ schla¨gt das Schro¨del-Buch auf und664
bleibt bei Abbildung E.11 ha¨ngen665
L: Ne ne ne hier –
Abbildung E.11: Seite im Buch, die B in Zeile 664 betrachtet
666
B: Hier – das ist eine Funktion 3. Grades zeigt auf Graph (1) im Buch667
F: Ja668
B: Dann hat die doch da einen Extrempunkt und da einen Extrempunkt und dann669
doch auch automatisch da einen Wendepunkt und da einen Wendepunkt670
F: Wer sagt denn – dass das eine Funktion dritten Grades ist – das ist na¨mlich vierten671
– fu¨nften und Funktion vom Grade vier672
B: Mann – die sieht doch so aus glaub mir doch673
F: Nein674
B: Das sah doch auch in der Mathe-Klausur so aus – oder das hier Zeigt S etwas675
F: Glaub dir aber nicht676
L: Zu F Du musst die Auflo¨sung gro¨ßer machen677
B: Ja es gibt ja auch Ausnahmen – das ist ja die maximale Anzahl – es kann auch678
sein – dass das so ein Sattelpunkt ist - dann gibt´s nur eins\679
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· · ·680
S: Was/681
· · ·682
S: In die Kamera Mo¨chten Sie nicht noch andere Leute aufnehmen – das ist doch683
langweilig oder/684
K: Vergessen sie es doch einfach\ Das ist u¨berhaupt nicht langweilig – das ist doch685
so spannend mit den Wendepunkten686
B und andere: Spannend/ lachend687
K: Ja was stimmt denn jetzt/688
B: aber eine Funktion dritten Grades sieht doch so aus/689
Alle reden unversta¨ndlich durcheinander690
K: Ich kriege nicht alle Argumente mit691
K: Ja genau - also es kann so aussehen – weil sie (zeigt auf F) hatte eben etwas692
anders693
B: Die muss ja keine zwei Extrempunkte haben – das kann ja auch so ineinander694
u¨bergehen – das ist ja dann ein Sattelpunkt\695
K: Ja696
B: Aber die maximale Anzahl sind ja dann zwei697
K: Ja – ist richtig - und die Wendepunkte/698
B: Ja – Wendepunkte sind ja die hier Zeigt auf Extrempunkt699
K: Wie viele Wendepunkte/700
B: Ja zwei701
K: Zwei/ Zeigt auf F Sie sagt einen – oder/702
B: Ja – aber703
K: Begru¨nden Sie mal704
L: Ja einen – wenn das so ein Sattelpunkt ist – wie bei ihr\ Die hat ja auch nur einen705
Extrempunkt gehabt706
K: Gibt es einen Extrempunkt bei der/ (zeigt auf Graph von x3 auf F´s Rechner)707
B: Keinen Extrempunkt und einen Wendepunkt708
L: Ja709
K: Mit welcher Begru¨ndung haben Sie da einen Wendepunkt/710
B: Ja weil die Richtung a¨ndert711
K: Welche Richtung/712
B: Weil sich die Kurve a¨ndert von links nach rechts713
K: Zu F Zeigen Sie mal714
F zeigt ihren TR K: Achso ja715
L: Die hat einen Wendepunkt716
K: Da ist nur ein Wendepunkt/717
B: Ja718
K: Da sind Sie sich schon mal einig/719
K: OK720
B: Ja klar721
K: Und wie viele Wendepunkte hat die/ Zeigt in B´s Heft722
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B: Ja zwei und auch zwei Extrempunkte723
K: Also 2 Extrempunkte ist einfach – ne/724
L: Aber die hat doch nur einen Wendepunkt in der Mitte – oder nicht/725
B: Ja das haben wir uns auch gedacht – aber das steht ja nirgendwo – deswegen -726
S: Was liegt in der Mitte/727
K: Moment – Sie haben schon so viel richtig zusammengetragen. Mit dem was728
Sie jetzt genannt haben ko¨nnen Sie das jetzt auch lo¨sen - das Problem Also zwei729
Extrempunkte sind klar730
B: Ja731
K: Das ist auch allen klar was ein Extrempunkt ist (Nicken der vier Schu¨lerinnen) -732
das sind diese beiden\ Es geht wirklich nur um den Wendepunkt\ Jetzt haben Sie733
eben gesagt – da wo die Kurve ihre Richtung a¨ndert\ Jetzt sagen Sie mir mal bitte734
wie oft a¨ndert sich – wenn Sie jetzt hier meinetwegen mit dem Fahrrad entlangfahren735
B: Meiner Meinung nach dreimal – weil das doch hier nochmal a¨ndert. . .736
K: Fahren Sie mal von hier aus mit dem Fahrrad los737
B: Ja dann bieg ich da ab – dann fahr ich geradeaus · · · lang· · ·738
K: Moment – Moment Welche Art von Kurve ist das wenn wir jetzt von da kommen/739
B: Das ist voll irritierend740
K dreht das Heft um741
B: Eine Linkskurve742
K: Eine Linkskurve743
B: Dann eine Rechtskurve744
K: Bis wohin geht die Linkskurve/745
B: Zeigt ins Heft Bis da746
L: Nein – die Linkskurve geht bis da wenn du ganz lang gefahren bist und da kommt747
dann erst die Rechtskurve748
B: Ja eigentlich schon749
L: Ja natu¨rlich750
F: Ja – also ist da na¨mlich doch da in der Mitte /751
L: Ja eben752
B: Ok753
K: Sehen Sie – Sie brauchen mich gar nicht754
S: Oh Mann755
B: Und dann ist das da jetzt null Zeichnet in der Tabelle756
S: Ich habe ja auch von Extrempunkten geredet757
B: Dann ist das null – dann ist das eins – dann ist das da na¨mlich zwei758
S: Wo ist das null/759
B: Bei der Parabel760
L: Ist das hier /· · · ne bei den Extrempunkten bleibt das so – oder/761
S: Also bei Funktionen - welcher/ vierten Grades/762
K: Sonst ha¨tte ja eine Parabel auch einen Wendepunkt763
B: Ne – das hatten wir ja auch so764
K: Achso – dann ist das ja jetzt klar765
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S: Funktion vierten Grades hat zwei – oder/766
B: Ja ist ja dann logisch767
S: Wendepunkt bei fu¨nften Grad768
F: Oh769
B: Also von der Logik her – mu¨sste die drei haben\ vier Maximalstellen und drei770
Wendepunkte771
L: Wo bist du - bei der fu¨nften / vier und drei – ja772
B: Ja das mu¨ssen wir noch mal nachpru¨fen abza¨hlen773
F: Wie/774
L: Die hat das einfach logisch da hingeschrieben775
B: Za¨hlt Warte 1 – 2 – 3 – 4 · · ·776
Mehrere: 4 – 5 – 6777
L: Ha¨/778
F: Das ist ja auch eine Funktion neunten Grades779
L: Ah780
S: Das ist ´ne Funktion vierten und fu¨nften Grades781
B: ne das ist eine von der Art782
L: Ja aber783
B: Wir geben einfach mal eine ein – wir hatten doch eine als Beispiel784
F: Nimm doch die hier - ist doch egal785
B: Nicht so ´ne Normale - dann hast du so eine wie hier \786
F: Ja – ja ja ok787
B: Am besten so eine – am besten noch ein Vorzeichen davor oder so788
F: drei X hoch -789
S: fu¨nf X790
B: Am besten noch eine drei davor oder so – damit die nicht normal wird791
S: Guck mal – so weit bin ich schon mal792
L: Was hast du da fu¨r eine eingegeben/793
S: Ja – bringt einem ja u¨berhaupt nichts794
B tippt L: Ich hab drei 3x hoch 5 minus 4x hoch 3 plus 4x795
F: ich hab 3x hoch 5 minus 12x796
Rechnen – Tippen – Nachschlagen in Heften L: die sieht natu¨rlich ganz toll aus797
F: Guck mal wie die hier aussieht798
Zeit: 4846 S: Ich hab Hunger auf gegrilltes Ha¨hnchen799
L: Ja – geil mit Kartoffeln - ne besser mit Reis800
S: So eins von einem Grillstand801
· · ·802
F: Warum funktioniert das nicht – warum sieht die so komisch aus/803
B: Die ist blo¨d804
S: Hat jemand ein Bonbon/805
B: Ah – da ist die Funktion ja wieder806
F: ich such mal ein Beispiel807
B: Ja guck mal ob du da eins findest808
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S: Will noch jemand ein Kaugummi/809
L: So sieht die aus810
S: Super Linda811
F: Ja so eine habe ich auch812
· · ·813
B: Meiner Meinung nach hat die ja nur zwei – die muss ins Unendliche hochgehen814
· · ·815
B: Das hilft uns nur nicht – so eine hatte ich auch schon mal816
L: Die geht auch glaub ich ins unendliche runter817
B: Ja das auch – aber die hat doch jetzt mehrere Wendepunkte818
L: Ja – siehst du hier nicht – das ist u¨bel819
S: Das ko¨nnte eine fu¨nften Grades sein zeigt auf Graph im Schu¨lermaterial, vgl. S. 27820
1 – 2 – 3 - oder nicht/821
Vom Nachbartisch wird B gerufen822
B: Ja/823
· · ·824
B: Ja wir sind immer im Film825
L: B hat schon peinliche Sachen gesagt und das ho¨rt man alles826
Nachbartisch: Erza¨hlt mal einen Witz827
L erza¨hlt Witz von einer Schnecke828
B tippt unentwegt – F bla¨ttert im Buch829
S und L plaudern830
S: Wir kommen nicht weiter831
B: Zur Kamerafrau Ko¨nnten Sie uns mal eine scho¨ne Funktion fu¨nften Grades geben/832
K: Geben sie doch mal ein – haben Sie ein Schmierblatt – ich schreib Ihnen eine auf833
K schreibt auf x(x2 − 1)(x2 − 2) -mu¨ssen sie nur ausmultiplizieren – das ist eine834
fu¨nften Grades - aber die ko¨nnen sie auch so eingeben835
B: Scho¨n Tippt die Funktion ein836
K: Haben das die anderen auch gesehen/837
L: Machst du das im Home/838
K: Ist Ihnen klar – dass das eine fu¨nften Grades ist/839
B: Ja – da sind ja fu¨nf Xe drin840
K: Ich sehe drei841
B: Ich sehe fu¨nf842
K: Ja – ok843
K: Vielleicht ist es auch ganz gut – wenn sie hinten noch 0 – 1844
B: Anstatt der zwei/845
L: Was hast du bei dir stehen/ - Was hast du da vorne stehen846
B: Komm zeichne dich847
L: Das sieht doch genauso blo¨de aus848
K: Was haben Sie eingegeben/849
L: Das war das jetzt hier850
K nimmt sich TR und tippt Was haben sie fu¨r eine Einstellung/ - Da machen wir mal851
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was weg852
L: Das sah eben noch anders aus853
K: Das ist immer noch nicht so – wie ich Ihnen das geben wollte Aber Sie wissen –854
was ich hier eingebe/855
L: Ne – gar nicht856
K: Ich mache das Umformungszeichen - Erkla¨rt L den TR857
K: Das ist aber jetzt die einzige858
L: Ja – die anderen habe ich extra weggemacht859
K guckt weiter nach dem TR860
L: Soll ich sonst einfach ein bisschen weiter probieren – Sie machen ja sonst meine861
Arbeiten – nicht dass das dann nachher A¨rger mit der Frau K gibt – weil das ja862
aufgezeichnet wird863
K: Eigentlich muss ich Ihnen ja etwas Gutes tun864
L: Ja – ok aber ich habe ja jetzt einen Anfang865
F: wie u¨bertra¨gt man das in den y-Editor/866
B: Du hast das unten in Home stehen und dann machst du auf store und dann867
schreibst du y5 oder wo bei dir leer ist Klammer auf - Klammer zu868
L: Ich glaube wir haben da schon eher was869
B. 1 – 2 – 3 – 4 – das wu¨rde doch passen870
B: vier Extrempunkte – drei Wendepunkte – fu¨nf Nullstellen871
L: das ist aber nicht - das sind keine fu¨nf Nullstellen872
B: Ne – aber das ko¨nnten fu¨nf sein – wenn das ganz schwanken wu¨rde und immer873
durch die X Achse gehen wu¨rde874
F: die maximale Anzahl875
· · ·876
B: Das wollte Steffi machen877
F: Ach – das wolltest du machen/878
S: Nein – jetzt nicht mehr879
B: fu¨nf – dann sind das vier und das880
S: und drei Wendepunkte881
B: So drei882
L: Wo seid ihr/883
B: Dann nehmen wir als Regel – als vermutliche Regel884
S: Wie sollen wir das jetzt aufschreiben/885
F: Das macht die B jetzt886
B: Vermutliche Regel: Aus dem Grad der Funktion kann man die Nullstellen ablesen887
L: Kann man die maximale Anzahl der Nullstellen ableiten888
S: Also die Anzahl der Nullstellen entspricht dem Grad der Funktion889
Zeit: 10100 L: Schreiben wir das doch erst mal da hin – oder nicht/890
S: Minus eins der Nullstellen - und Minus zwei ergibt die Anzahl der Wendepunkte891
F: Weiter geht es892
S: Subtrahiert man von dieser Zahl eins hast du die Extrempunkte minus zwei haste893
die Nullstellen894
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B: Die Anzahl der Extrempunkte ist je eins weniger als die Anzahl der Nullstellen895
F: Subtrahiert man von der Anzahl der Nullstellen eins – erha¨lt man die Anzahl der896
Extrempunkte897
B: Wiederholt man dieses erha¨lt man die Anzahl der Wendepunkte898
S: Ich wu¨rde eigentlich immer von dem Grad der Funktion ausgehen – ist doch dann899
einfacher900
B: wir ko¨nnen das auch gleich mal als Formel aufschreiben – das ist dann viel einfacher901
L: Ich versteh nicht – was du da u¨berhaupt jetzt - was willst du denn jetzt schreiben/902
B: Subtrahiert man den Grad minus eins903
S: Subtrahiert man eins von dem Grad904
· · ·905
Lehrerin: macht Ansage an die ganze Klasse· · · Bausteine L E K vielleicht noch N906
dazu907
S: Ja klar908
B. X hoch n gleich n minus eins gleich Anzahl der Extrempunkte909
S: und n minus zwei gleich Anzahl der Wendepunkte910
L: Was hast du da stehen – n gleich Nullstellen/911
B: Ja912
S: Was sind Hausaufgaben/913
L: Wir mu¨ssen bis N kommen914
B: Wir mu¨ssen die Protokolle schreiben915
F: Du kannst das mitnehmen und gucken916
B: Dann machst du A und dann machst du L und E und K mu¨ssen wir auch noch917
machen Zu F Dann ko¨nnen wir uns E und K angucken – dann ko¨nnen wir das918
na¨chstes mal schon machen919
L: Bis N oder einschließlich N?920
921
Alle vier packen ein
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Abbildung E.12: Hefteintrag von B
Anhang F
Analyse-Tabellen
Folgende Ku¨rzel werden in der Tabelle zur Vodesequenz
”
Legespiel“ verwen-
det:
• I – isoliert dastehende, von anderen unabha¨ngige, assoziative A¨ußerung
• G – eine auf den anderen Gerichtete, assoziative A¨ußerung
• AE – argumentative A¨ußerung, die hauptsa¨chlich durch den eigenen
Gedankengang gepra¨gt ist
• AA – argumentative A¨ußerung, die durch die Vorstellungen und
A¨uperungen der Gespra¨chspartnerin beeinflusst ist
• Z – zusammen formulieren
Mit
”
Punkt-Strategie“ ist hier gemeint, dass die Betrachtung exponierter
Punkte als Basis genutzt werden, um die Zusammengeho¨rigkeit der Graphen
zu erkennen. Daneben bedeutet
”
Steigungs-Strategie“ entsprechend, wenn
die Betrachtung des Graphenverlaufs und insbesondere die Art der Steigung
als Lo¨sungsstrategie verwendet wird.
Tabellen zur Video-Sequenz
”
Wendepunkt“
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Zeile Komm.
Handlung
A¨ußerung/ Aktion Referenz-
kontext
Begriffsbildung (P) Begriffsbildung (U)
1-4 G
5f AE(P)
Festhal-
ten
nach oben und un-
ten verschieben
Erinnerung
7-9 G
10-12 AA(U) verschieben, wie du
willst, es bleibt im-
mer im negativen
Bereich
K4 unklar, ob sie
meint, dass sich
die Steigung beim
Verschieben nicht
vera¨ndert oder
ob die Werte im
negativen Bereich
bleiben
13 AA(P) stimmt, Steigung
muss im negativen
Bereich sein
U´s Er-
kla¨rung
in 10-12
Erga¨nzung der
Vorstellung der
Verschiebung des
Verlaufs; Korrek-
tur, Erga¨nzung,
Bereicherung
14-21 G (u.a.
Impuls
von U)
K1, K4
22-24 AE(P)
Zusam-
menha¨nge
analysie-
ren
Festigung
25-34 G K2
35f AE(P)
Argu-
mentie-
ren
..wenn in der 2. Ab-
leitung der Graph
im negativen Be-
reich ist, dann muss
in der ersten Ablei-
tung der Graph fal-
lend sein
K2 Festigung
37-39 AE(U)
Analysie-
ren
der nach der geht
..nicht, weil die sind
beide steigend
K1a, K2 Mo¨gliche Fehlvor-
stellung: Zusam-
menhang zwischen
Steigung der Gra-
phen von f und
f´
40-43 I(U)
44 AE(U) EP gucken Betrachtung der
EP ist sicherer Weg
45f AA(P)
argumen-
tieren
widersprechen Erfahrung,
dass Be-
trachtung
EP ir-
refu¨hrend
ist
Betrachtung EP ist
irrefu¨hrend
Tabelle F.1: Analyse-Schema zum Transkript
”
Legespiel“, 1. Phase
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Zeile Komm.
Handlung
A¨ußerung/ Aktion Referenz-
kontext
Begriffsbildung (P) Begriffsbildung (U)
47 AA(U) Nee, kannst du aber
genau sagen
Nutzen der Er-
kenntnis, dass
Punkt-Strategie
genaue Aussagen
ermo¨glicht
48-52 AE(U) Durchfu¨hren der
Punkt-Strategie
53-59 AA(U) Steigungs-Strategie Fehlvorstellung:
Fallender Graph
bei f entspricht
fallendem Graph
bei f´
60-63 AA(P) Wendepunkt
66-68 AE(P) Steigungs-Strategie Anwenden der
Steigungs-Strategie
69f Z Steigungs-Strategie
71-76 AE(P)
77-80 AE(U) Punkt-Strategie Anwenden der
Punkt-Strategie
81 AE(P)
82f AA(U) Zeile 66-
81
1. Korrektur der
Fehlvorstellung
85f AE(P)
87f AA(U) Fehlvorstellung
wieder genutzt
89f AA(P) fragt gezielt nach
U´s Fehlvorstel-
lung:
”
Fa¨llt der
denn an der glei-
chen Stelle?“, la¨sst
es offen
U´s
Fehlvor-
stellung
zwar fragend, aber
nivellierend
91-95 AE(P) Punkt-Strategie; 1.
Set gefunden
Tabelle F.2: Analyse-Schema zum Transkript
”
Legespiel“, 2. Phase
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Zeile Komm.
Handlung
A¨ußerung/ Aktion Referenz-
kontext
Begriffsbildung (P) Begriffsbildung (U)
96-108 G U aktiv bei der Su-
che nach neuem Set
111f AA(U) 2. Korrekturansatz
der Fehlvorstel-
lung; scheint
u¨berwunden
113 G
114 G/Z U initiiert Stei-
gungsbetrachtung
zu Graph von f´
Verwechslung, ob
Steigung zum Gra-
phen von f oder
f´betrachtet wird
117 G P u¨bernimmt; fu¨hrt
zum Ausschluss ei-
ner richtigen Karte
118-
122
G Impuls: neue Kar-
ten werden unter-
sucht, ob sie zu
K4 passen (Punkt-
Strategie)
K5a, K4
123 G Impuls: U wendet
Punkt-Strategie auf
neue Karte an
124 G Frage von P:
”
Wie
auf Extremstelle
gucken?“
Zeile 123
125-
130
AA(U) erkla¨rt´s am Bei-
spiel
K4
131-
135
Z Punkt-Strategie K7, K8 gezieltes Fragen
nach Punkt-
strategie
Anwenden (Erwei-
terung des Hand-
lungsspielraumes)
139 G Impuls von U;
Gucken nach neu-
em Set
K8, K9
140-
143
AE(P) K8, K9 erneutes Anwenden
der neuen Strategie
144-
149
AE(U) Punkt-Strategie K8, K9
150 G Nachfragen von P Z149 Besta¨tigung su-
chend
157 G Impuls von P: wei-
tere Kriterien?
scheint unzufrieden
mit der alleinigen
Anwendung der
Punkt-Strategie
158 G welche weiteren
Kriterien bei einer
Geraden?
160f Z K7 wird besta¨tigt
165ff AA(U) erkla¨rt Steigungs-
Strategie korrekt
K8, K9 Erweiterung des
Handlunbgsspiel-
raums
Tabelle F.3: Analyse-Schema zum Transkript
”
Legespiel“, 3. Phase
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Zeile Komm.
Handlung
A¨ußerung/ Aktion Referenz-
kontext
Begriffsbildung
F L B S
218 Initiieren F: Vorlesen der Aufgabe
223 Rezipieren F: ..ist auch ein Sattel-
punkt
Abbildung
9.6
WP ist
Sattel-
punkt;
kein
Hoch- und
Tiefpunkt
230 Erga¨nzen
zu F
L: oder ein Hoch- und
Tiefpunkt
Zeile 223
und Ab-
bildung
9.6
WP ist
Hoch-
oder
Tiefpunkt
231 Erkla¨ren
fu¨r L
F:Nein, kein Hoch- und
Tiefpunkt · · · Steigung
0
Zeile 230;
Erinne-
rung an
vorhe-
rigen
Unter-
richt
WP ist
Sattel-
punkt,
Steigung
0
250 Erga¨nzen/
neuer
Aspekt
B: ..von einer Rechts-
kurve ine eine Linkskur-
ve u¨bergeht· · ·
Erinnern
an vor-
herigen
Unter-
richt
WP als
A¨nderung
der Kur-
venart
257 Verifizieren L: guckt auf ihren Rech-
ner dann ist das ja mal
da tief und mal hoch nee
· · ·
Rechner-
bild
WP ist
EP; EP
liegt au-
ßerhalb
des Bildes
261 Erkla¨ren
fu¨r L
F: Nein nicht da
oben da oben ist der
Hochpunkt· · ·
Zeile 257;
L´s Rech-
nerbild
WP ist
kein EP
265 Nach-
fragen;
Argu-
mentie-
ren
L: Das hier ist doch
so ein Sattelpunkt – da
und da oder nicht/ so
ein Wendepunkt da geht
es wieder runter und da
wieder hoch macht U-
fo¨rmige Handbewegung
am Rechner, stockt am
unteren Minimum
Zeile 261;
Rechner-
bild
WP als
EP, Wen-
den der
Steigung
268 Erga¨nzen;
Erinnern
B: Das ist so wie bei der
einen Aufgabe die wir
gemacht haben – mit
dem mit der Produktion
das war da ja auch so –
Erinnern
an Pro-
duktions-
aufgabe
Besta¨tigung
ihrer Vor-
stellung
evtl. erste
Korrektur
ihrer Vor-
stellung
WP im
Graphen
zur Pro-
duktions-
aufgabe
271 Erga¨nzen B: da war es ja auch
so ein Wendepunkt weil
das auch ja auch nur ei-
ner war
Erinnern
an Pro-
duktions-
aufgabe
Ein WP
im Gra-
phen zur
Produkti-
onsaufga-
be
Tabelle F.4: Analyse-Schema zum Transkript
”
Wendepunkt“, 1. Phase
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Zeile Komm.
Handlung
A¨ußerung/ Aktion Referenz-
kontext
Begriffsbildung
F L B S
471 Erkla¨ren,
Veran-
schau-
lichen
B: Extrempunkte sind
das wo diese Wende-
punkte sind
Z 470 EP und
WP
geho¨ren
zusam-
men
276 Nach-
fragen
L: da wo das am
ho¨chsten ist
Zeile 274 EP: am
ho¨chsten
277 Erwidern
zu B
F: Nein Z 274 EP und
WP sind
verschie-
den
278 Besta¨tigen B: nicht die Wende-
punkte Armbewegung
Z 277
285 Erga¨nzen/
neuer
Aspekt
B: sind doch auch auto-
matisch rechts Handbe-
wegung
vorheriger
Unter-
richt
Hochpunkt
hat
Rechts-
kurve
287 Erga¨nzen/
neuer
Aspekt
F: Steigung 0 Vorherige
Aspekte
292 Nach-
schlagen,
Be-
sta¨tigung
suchen
F sieht passende Stelle
im Buch
310 Analy-
sieren,
Problem
pointie-
ren
B: Das wendet doch da
auch von einer Rechts-
in eine Linkskurve
Abb. 9.9 Verwirrung,
da WP
hier keine
waage-
rechte
Tangente
hat
313 Resig-
nieren,
Aufgeben
B: Das mit der Rechts-
oder Linkskurve ist eh
Scheiße
315 Veran-
schau-
lichen
L: wie bei Formel 1 - erst
nach rechts dann nach
links
Z 313,
Vorheri-
ges
Richtung
ist maß-
geblich
318 Wieder-
auf-
greifen
B: da wechselt es ja auch
so von den Kurven
Abb. 9.9 Im WP
wechselt
die Kurve
auch -
nicht nur
im EP!
323 Problem
pointie-
ren
B: wie ist denn dort die
Tangentensteigung
Abb. 9.9 WP muss
nicht un-
bedingt
Tangen-
tenstei-
gung 0
haben
Tabelle F.5: Analyse-Schema zum Transkript
”
Wendepunkt“, 2. Phase
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Zeile Komm.
Handlung
A¨ußerung/ Aktion Referenz-
kontext
Begriffsbildung
F L B S
553 Veranschaulichen,
Vergewis-
sern
B: ob das da zum Bei-
spiel ein WP ist
Abb. 9.9 WP wird
als be-
sonderer
Punkt er-
kannt und
gezeigt
557 Problem
pointie-
ren
B: die Steigung nicht 0 Z 556 Besonderheit
des WP
ha¨ngt
nicht mit
Steigung
zusam-
men
558 Erwidern S: Das stimmt aber ich
auch eher – dass WP
Vorheriges
Abb.9.9
WP=EP
560 Wider-
sprechen
F: Nee – der WP ist da Z 558,
Abb.9.9
WP un-
terschei-
det sich
deutlich
von EP
562 Argumen-
tieren
S: ab da (HP) wechselt
es ja die Richtung
Z 560 WP=EP
564ff Argumen-
tieren
B: da (HP) wechselt es
einmal da oben – aber
ab da (WP) wechselt es
doch auch
Z 562 Es wech-
selt im EP
und im
WP
571ff Argumen-
tieren,
Veran-
schau-
lichen
B: eine Kurve nach dort
– eine nach hier
Z 570 Kurven-
wechsel
im WP
574ff Argumen-
tieren,
Erwidern
S: geht es runter und da
geht es wieder hoch
Z 571 WP=EP,
da Rich-
tungs-
wechsel
Tabelle F.6: Analyse-Schema zum Transkript
”
Wendepunkt“, 3. Phase
